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Zusammenfassung

Diese Arbeit wurde im Rahmen der Maturaarbeit erstellt. Sie handelt von den mathematischen
und physikalischen Hintergründen und deren Anwendungen der speziellen Relativitätstheorie.
Es werden Phänomen wie Zeitdilatation, Längenkontraktion und relativistischer Doppler-Effekt
behandelt und es wird eine Einleitung in die mathematischen Hintergründe, wie 4er-Vektoren,
Lorentz-Transformationen und Minkowski Diagramme, gewährt. Aufgrund dieses Wissens wird
eine Simulation erstellt zur Veranschaulichung der Effekte auf die visuelle Wahrnehmung von Ob-
jekten bei relativistischen Geschwindigkeiten. Es wird zusammen mit dem Leser die Erstellung des
Codes durchgeführt und es wird ein Einblick in die numerischen Methoden, der im Code verwende-
ten Gleichungen eingegangen. Man kommt zum Schluss, dass sich die Objekte nicht verhalten, wie
man aus den Gleichungen schlussfolgern würde. Anstatt von reinen Längenkontraktionen werden
sogenannte Terrell Rotationen beobachtet.
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5.2 Bewegung in x-Richtung Sphäre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
5.3 Bewegung in x-Richtung Licht-Uhr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
5.4 Bewegung in y-Richtung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

6 Fazit 54

7 Danksagung 54

8 Referenzen 56

3



1 Einleitung

1.1 Wieso habe ich mir dieses Themengebiet ausgesucht?

Diese Frage ist einfach zu beantworten, da ich mich sehr für schwarze Löcher und den Kosmos mit all
seinen Tücken und Zügen interessiere und darum ist die Relativitätstheorie grundlegend für jegliche
Beobachtungen. Ich wollte schon lange eine Arbeit über Schwarze Löcher schreiben. Man sollte mit
den mathematischen sowie physikalischen Grundlagen vertraut sein, um die Aspekte und Auswirkung
auf ihre unmittelbare Umgebung und den Kosmos zu erforschen.

Die Relativitätstheorie ist, wie schon erwähnt, grundlegend für die Forschung in jenem Themen-
bereich. Die Relativitätstheorie, wie sich Objekte bei den höchsten irdischen Geschwindigkeiten bis
hin zur Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bewegen. Dabei merkt man schnell, dass sich Beobachtungen
abhängig vom Beobachter unterschiedlich verhalten. Nun stellt man fest, dass sich jene Beobachtungen
von System zu System mittels einer Gleichung umformen lassen, von Beobachter zu Beobachter und
dass alle Ergebnisse den Gesetzen der Physik folgen und ineinander transformierbar sind (Annahmen
für die spezielle Relativitätstheorie).

Dies ist genau das Faszinierende für mich. Egal in welchem System man sich befindet, trifft man
meistens dieselben physikalischen Gesetze an. Ebenfalls fasziniert mich die breite Anwendbarkeit der
Relativitätstheorie. Man trifft sie nicht nur in der Astrophysik, sondern auch in heutzutage selbst-
verständlichen Dingen wie dem GPS an. Ohne die Relativitätstheorie wären die Angaben des GPS
um einige Kilometer ungenauer und man könnte dem GPS nicht vertrauen. Dank Einstein weiss man
wieso die Uhren auf Satelliten um 38 ns schneller laufen als hier auf der Erde. Wenn man die 38 ns
nicht berücksichtigen würde, könnten all unsere Navigationssysteme nicht funktionieren.

Die Relativitätstheorie ist nicht nur wichtig für das GPS, wenn man an die Anwendung von Ein-
steins Theorie denkt. Man kann sie in zahlreichen anderen Geräten anwenden, bspw. in CRTs (cathode-
ray-tubes), diese finden sich in alten Fernsehern, welche zugegebenermassen veraltet sind, ohne jene
wir jedoch die Geräte welche wir heute haben nicht erfunden hätten. Andere Anwendung findet sie in
modernerer Technologie wie LIDAR und Doppler Radar. Dabei sind die Berechnungen für die Laser
Länge abhängig vom relativistischen Verhalten von Licht. Natürlich findet sich der Doppler-Effekt
unabhängig vom Licht in der Natur wieder, bspw. in Wellen.

Jeder hat schon mal vom Doppler-Effekt von Wellen entweder in der Wellenlehre oder im Alltag
gehört. Den Doppler-Effekt von Klang-Wellen trifft man z.B. bei Krankenwagen an, wenn sie mit
der Sirene vorbeifahren. Obwohl der Doppler-Effekt für Licht und für Klang den selben Namen trägt
unterscheiden sich die Berechnungen der beiden massgebend und können somit nicht mit denselben
Gleichungen beschrieben werden. Hier kommt nun wieder die Relativitätstheorie zum Zuge, spezifisch
die Spezielle Relativitätstheorie. Nebst all jenen Erfindungen und Beobachtungen vergisst man oft, dass
die berühmte Gleichung E = mc2 eigentlich aus der speziellen Relativitätstheorie herleitbar ist und
man mit jener eine ganz neue Welt von Gleichungen und Anwendungen entdeckt. Namentlich die Atom-
Bombe, ohne jene kleine Gleichung und somit ohne die spezielle Relativitätstheorie wäre die Atom-
Bombe nicht denkbar gewesen. Neben der Atom Bombe sind die friedlich genutzten Kernreaktoren auch
basierend auf Einsteins weltbekannter Gleichung. Nebst den Anwendungen der Stromgewinnung findet
sich die Gleichung in der Medizin wieder, namentlich in PET Scans (positron emission tomography).

Nun wie schon zuvor ausgeführt fasziniert mich die Vielseitigkeit dieser Theorie und insbesondere
deren Anwendung für kosmische Objekte, wie schwarze Löcher.

1.2 Was ist das Ziel meiner Arbeit?

Das ist eine Frage die sich erst im Verlauf des Projekts beantworten lässt. Mein Ziel war es anfangs
etwas mit Schwarzen Löchern zu machen, dazu musste man jedoch erstmals die Relativitätstheorie
richtig gut beherrschen um später die Schwarzschild-Metrik und die Rechnungen mit jener beweisen
und verstehen zu können. Herr Röthlisberger brachte mich schnell wieder auf den Boden der Tatsachen
zurück und wir beschlossen erstmals eine saubere Arbeit in der speziellen Relativitätstheorie zu machen
und wenn noch Zeit übrig ist, einen kleinen Exkurs in die allgemeine Relativitätstheorie und Schwarze
Löcher zu machen. Mir wurde schnell klar, dass ich Simulationen machen muss. Da ich von Anfang
an eine eher theoretische Arbeit schreiben wollte, war dies kein Problem für mich. Das Ziel meiner
Arbeit ist eine Beschreibung sowie Darstellung der Relativitätstheorie mit Anwendung mittels einer
Python-Simulation und der somit verbundenen Analyse der durch die Python-Simulationen erfahrenen
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Beobachtungen, welche sich mit deren numerischen Anwendung der theoretischen Gleichungen per
Hand decken sollten.

2 Klassische Transformationen

2.1 Galilei Transformation

2.1.1 Was sind Galilei Transformationen?

Als Galilei-Transformationen werden Transformationen bezeichnet, welche die Koordinaten von einem
Inertialsystem ins nächste übertragen. Unter der Bedingung, dass das Inertialsystem unbeschleunigt
ist und das sich die beiden Koordinatensysteme mit konstanter Geschwindigkeit zu einander bewegen.
Die Galilei-Transformation ist zentral für die klassische Mechanik. In der klassischen Mechanik wird
die Unabhängigkeit des Bewegungszustands beschrieben. Kräfte sind unter der newtonischen Mechanik
unabhängig von der Beschleunigung und genau diese Unabhängigkeit widerspiegelt sich in den Galilei-
Transformationen. Geschwindigkeiten transformieren sich nach dem regulären Additionsgesetz. Bei
unter dem Strich langsamen Geschwindigkeiten, wie wir sie hier auf der Erde im Alltag antreffen,
lassen sich die Lorentz-Transformationen mit den Galilei-Transformationen approximieren. Lorentz-
Transformationen sind Transformationen, welche bei grossen Geschwindigkeiten Anwendung finden
und die genauere Version der Galilei-Transformation sind. Sie erklären Phänomene, welche sich mit
den Galilei-Transformationen nicht erklären lassen. Jedoch ist dabei zu beachten, dass die Galilei-
Transformation nicht gleich zu setzen ist mit der Lorentz-Transformation. Es wird angenommen, dass
bei Galilei-Transformationen dieselben physikalischen Gesetze in allen Inertialsystemen gelten (gilt
auch bei Lorentz-Transformationen). [11][12][13][14][15]

2.1.2 Anwendung der Galilei Transformationen

Grundsätzlich gilt, dass man im Alltag bei der Beschreibung von Systemen bei Bruchteilen der Licht-
geschwindigkeit die Galilei-Transformation anwenden kann, da die Verbesserung der Ergebnisse durch
die Lorentz-Transformation bei geringen Geschwindigkeiten nicht bemerkbar ist. Selbst in Teilgebie-
ten der Astronomie, welche sich mit der Beobachtung von Himmelskörpern in unserem Sonnensystem
beschäftigen, sind Galilei-Transformationen noch durchaus anwendbar.[11][12][13][14][15]
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2.2 Herleitung der Galilei Transformation

Zur Herleitung der Galilei Transformationen nehmen wir an, dass wir zwei Systeme S und S’ haben. Nun
möchten wir von einem Inertialsystem S 7−→ S’ umtransformieren, dazu nehmen wir an, dass die physi-
kalischen Gesetze in beiden Systemen gleich sind und dass sie unabhängig vom Bewegungszustand des
Koordinatensystems sind. Zusätzlich formulieren wir unsere Gleichungen der Koordinaten-Transform
unter der Bedingung, dass die Geschwindigkeit von S’ zu S konstant ist. Lasst uns annehmen, dass
unser Ereignis und unser Beobachter entlang der x-Achse beschreibbar sind. Unter jenen Bedingungen
erhalten wir folgende Grafik. Lasst uns annehmen, dass unser Ereignis E von beiden Systemen S und

S’ wahrgenommen werden kann. Somit hat das Ereignis E in S die Koordinaten (x, 0) und die Zeit
Koordinate t. Unter der Annahme, dass unser Ereignis E in S’ im Abstand von x’ zu observieren ist, er-
halten wir die Koordinaten (x′, 0). Durch einfache Überlegung erhalten wir, dass der Abstand zwischen
den zwei Koordinaten-Systemen vt sein muss (da s = vt), angenommen dass sich die Geschwindigkeit
v nicht geändert hat. Somit erhalten wir die Gleichungen

x′ = x− vt (gt.1)

x = vt+ x′ (gt.2)

und da wir dieselben Koordinaten für y und z haben gilt y′ = y, z′ = z. Wenn wir nun nicht mit kom-
plexen Argumenten argumentieren wollen, wieso t′ = t ist, können wir theoretisch einfach annehmen,
da wir uns linear auf der x-Achse bewegen und annehmen, dass die Verzerrung keinen Effekt auf die
y-Achse hat, welches auch zu bedeuten hat, dass sich t nicht verändert.

Zusammengefasst können wir folgende Gleichungen aufstellen:

x′ = x− vt (gt.3)

y′ = y (gt.4)

z′ = z (gt.5)

t′ = t (gt.6)

2.2.1 Anwendung der Gleichungen aus 2.2

Mit diesen Gleichungen gt.3-gt.6 lässt sich wie schon erwähnt eine Messung in einem Intertialsystem
mit der in einem anderen vergleichen. Lasst uns bspw. annehmen, dass wir die Geschwindigkeit eines
Motorrads, welches sich in x-Richtung im Inertialsystem S bewegt, nun im Inertialsystem S’ messen
möchten. Dazu verwenden wir die übliche Beziehung für die Geschwindigkeit v, namentlich Weg pro

Zeit v =
s

t
. Daraus folgt dass man in einem s-t Diagramm die Geschwindigkeit gleich setzen kann

mit der Steigung und man somit mittels der ersten Ableitung nach der Zeit von der Strecke s die

Geschwindigkeit erhält: v =
d

dt
(s). Nun auf unsere Situation angewandt erhält man:

v′x =
dx′

dt′
=

d

dt
(x− vt) = vx − v
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Nun können wir auch mittels derselben Methode überprüfen, ob alle physikalischen Gesetze in allen
Systemen erhalten bleiben. Dies kann man mit mathematischen sowohl als auch empirischen Methoden
überprüfen. Mathematisch können wir dies nun mit der Transformation von unseren Gleichungen aus
einem System in eines sich mit v zu S konstant bewegenden Inertialsystems S’ überprüfen.

Angenommen wir wollen nun eine klassische Gleichung der Physik, namentlich Newtons zweites
Gesetz, in ein anderes System transformieren, um zu verifizieren, dass sich die Beziehung bzw. das
Gesetz bei deren Transformation ins neue Inertialsystem sich nicht ändert (es sei gegeben, dass die
Tatsache dass jenes Gesetz in allen Inertialsystemen dasselbe ist, experimentell überprüft wurde). Dies
können wir nun mit unseren neuen Galilei-Transformationen verifizieren. Namentlich wie folgt:

Man nehme an, dass der Beobachter in S’ sich mit der Geschwindigkeit v relativ zu S in x-Richtung
bewegt

F ′
a = m′ · a′ = m′ d

2x′

dt′2

= m′ d

dt′
(
dx′

dt′
)

Wir erinnern uns aus der zuvor hergeleiteten Transformation der x-Koordinate von S 7−→ S′; x′ =
x− vt. Somit erhalten wir

F ′
a = m

d

dt
(
d

dt
(x− vt))

Aus
d

dt
(x− vt) = vx − v angenommen das v eine Konstante ist, ergibt sich

m
dvx
dt

= ma = Fa

Aus dem Beweis ist nun ersichtlich, dass die physikalischen Gesetze in der Tat in allen Inertialsystemen
erhalten bleiben.

Die Erhaltung der meisten physikalischen Gesetze lässt sich mittels galileischen Transformationen
beweisen. [12]

2.2.2 Matrixform der Galilei Transformation

Um sich die Berechnungen der Galilei Transformation zu erleichtern kann man deren Matrixschreib-
weise einführen. Aus grundlegendem Wissen der Linearen Algebra lässt sich folgende Gleichung für
die Koordinatenvektoren in verschiedenen Systemen aufstellen. Da wir wissen, dass x′ = x − vt ent-
sprechen muss und t′ = t ist. Können wir nun eine beliebige Matrix aufstellen, welche durch Matrix-
Multiplikation mit den alten Koordinaten die zuvor berechneten neuen Koordinaten im neuen Inerti-
alsystem liefert. Kommen wir nun zur Herleitung dieser beliebigen Matrix.(

t
′

x′

)
=

(
a b
c d

)(
t
x

)
=

(
t

x− vt

)
Durch Regeln der Matrix-Multiplikation erhalten wir folgende Gleichungen welche es nach den Para-
metern, a, b, c und d zu lösen gilt.

a · t+ b · x = t

c · t+ d · x = x− vt

Lösen wir nun die erste Gleichung nach ihren Unbekannten a und b auf, erhalten wir a = 1 und
b = 0. Wiederholen wir dasselbe Spiel für die zweite Gleichung erhalten wir c = −v und d = 1 =⇒

GT =

(
1 0
−v 1

)
Bewiesen durch (

t′

x′

)
=

(
1 0
−v 1

)(
t
x

)
=

(
t

x− vt

)
(1)

Und somit gilt GT als bewiesen.
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3 Grundlegendes der speziellen Relativitätstheorie

3.1 Mathematische Grundlagen der speziellen Relativitätstheorie

Zur Lösungen und dem Verständnis der in diesem Kapitel folgenden Phänomene sind einige mathema-
tische Grundkenntnisse nötig. In der speziellen Relativitätstheorie und speziell in dieser Arbeit sind vor
allem linear algebraische Kenntnisse notwendig und selbstverständlich Analysis an einigen Stellen. Da
das Programm aber vor allem auf Kenntnissen der linearen Algebra beruht, werden in diesem Kapitel
nur die Grundkenntnisse, welche nötig sind um ein ähnliches Programm zu erstellen, behandelt.

3.1.1 Vektoren

Vektoren sollten den Lesern dieser Arbeit zwar bereits bekannt sein, aber falls dies nicht der Fall
sein sollte ist hier noch mal eine kurze Erklärung der Grundlagen. In der Mathematik ist ein Vektor
eine Größe, die eine Richtung und eine Magnitude (Größe) hat. Vektoren können in verschiedenen
Bereichen der Mathematik verwendet werden, zum Beispiel in der Geometrie, der linearen Algebra
und der Analysis. In der Geometrie kann man sich einen Vektor als Pfeil vorstellen, der von einem
Anfangspunkt zu einem Endpunkt zeigt. Die Länge des Pfeils entspricht der Magnitude des Vektors,
während die Richtung, in die der Pfeil zeigt, die Richtung des Vektors angibt. In der Linearen Algebra
werden Vektoren häufig verwendet, um geometrische Objekte zu beschreiben und zu analysieren. Sie
können auch verwendet werden, um Gleichungen zu lösen und Transformationen durchzuführen. In
der Analysis werden Vektoren oft verwendet, um Funktionen und ihre Ableitungen zu beschreiben und
zu analysieren. [4] Sie können auch verwendet werden, um Integrale zu berechnen und Differentialglei-
chungen zu lösen. Wir möchten uns im Rahmen dieser Arbeit eher auf den linear algebraischen Aspekt
von Vektoren konzentrieren. Nun kurz einige Eigenschaften und Rechenmethoden von Vektoren.

Bestimmung eines Vektors Ein Vektor oder besser gesagt ein euklidischer Vektor in R⊯ kann
folgendermassen dargestellt werden.

v⃗ =

v1
v2
v3


Dabei ist die erste Komponente die X-Richtung, die zweite die Y-Richtung und die dritte die

Z-Richtung. Lasst uns nun bspw. den Vektor
#    »

AB zwischen den beiden Punkten A = (1, 1, 1) und
B = (2, 2, 2) bestimmen.

#    »

AB =

2− 1
2− 1
2− 1

 =

1
1
1


Durch diese Bestimmung des Vektors

#    »

AB lässt sich der folgende Vektor, namens Ortsvektor de-
finieren. Ein Ortsvektor wird definiert als der Vektor zwischen einem Punkt und dem Ursprung des
Koordinatensystems. Bspw.

O =

0
0
0


P =

1
1
1


# »rP =

#    »

OP =

1− 0
1− 0
1− 0

 =

1
1
1


[4]
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Skalare Multiplikation

µ ·

x1

x2

x3

 =

µx1

µx2

µx3


[4][6]

Skalarprodukt

p⃗ · q⃗ =

p1
p2
p3

 ·

q1
q2
q3

 = p1q1 + p2q2 + p3q3

[4][6]

Kreuzprodukt

p⃗× q⃗ =

p1
p2
p3

×

q1
q2
q3

 =

p2q3 − p3q2
p3q1 − p1q3
p1q2 − p2q1


Norm Die Norm eines Vektors ist eine Messgröße für die Größe oder Länge des Vektors. Es gibt
verschiedene Definitionen für die Norm eines Vektors, die je nach Kontext verwendet werden können.
Die häufigsten Definitionen sind:

• Die Euklidische Norm (auch als Längen- oder L2-Norm bezeichnet) eines Vektors v mit n Kom-
ponenten wird wie folgt berechnet: ||v||2 =

√
v21 + v22 + · · ·+ v2n

• Die Manhattan-Norm (auch als L1-Norm oder Taxifahrer-Norm bezeichnet) eines Vektors v mit
n Komponenten wird wie folgt berechnet: ||v||1 = |v1|+ |v2|+ · · ·+ |vn|

• Die Maximalnorm (auch als L-infinity-Norm oder Maximum-Norm bezeichnet) eines Vektors v
mit n Komponenten wird wie folgt berechnet: ||v||∞ = max(|v1|, |v2|, . . . , |vn|)

Die häufigste Norm und auch die Norm, welche in späteren Berechnungen in dieser Arbeit verwendet
wird, ist die Euklidische Norm.

3.1.2 Matrizen

Eine Matrix ist ein rechteckiges Array von Zahlen, Symbolen oder Funktionen, die in Reihen und
Spalten angeordnet sind. Matrizen werden in der Mathematik und in vielen Anwendungsbereichen,
wie der Physik, der Informatik und der Statistik, verwendet. [21] Um das Ganze einfach zu halten wird
in diesem Abschnitt nur kurz gezeigt wie eine Matrix aussieht und was für Operationen man mit ihr
durchführen kann und was für Eigenschaften sie sonst noch hat.

Als Beispiel einer Matrix können wir folgende Tabelle in eine Matrix umwandeln.
1 12 13
21 22 23

Diese Tabelle lässt sich als die folgende Matrix schreiben[
1 12 13
21 22 23

]
Wenn wir dies nun etwas genereller beschreiben möchten dann sieht eine Matrix folgendermassen aus.

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn


[21]

Wenn wir die Matrix nun in kompakter Schreibweise notieren möchten, dann können wir dies
folgendermassen tun. i stellt dabei die Reihe und j die Spalte dar.

[aij]
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Subtraktion,Addition und Multiplikation Die wichtigsten Operationen welche man mit Matri-
zen durchführen kann, sind die folgenden. Addition, Subtraktion und Multiplikation. Addition ist die
simpelste Operation, welche man mit einer Matrix durchführen kann. Wenn wir uns an die Vektor-
Addition erinnern, kommen wir schnell darauf, dass Matrizen in derselben Weise operieren. Wenn man
eine Matrix A2×2 also eine 2×2 Matrix nimmt und diese mit einer weiteren 2×2 Matrix B2×2 addiert,
dann erhält man folgende Matrix als generelle Lösung für 2× 2 Matrizen. [21]

A+B =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
...

...
am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn


Wenn man nun dasselbe für die Subtraktion macht, dann erhält man die folgende Matrix als Lösung
für die Subtraktion der Matrix B von A. Dabei ist wichtig anzumerken, dass die Lösungen nur gelten,
wenn beide Matrizen dieselbe Grösse haben.

A−B =


a11 − b11 a12 − b12 · · · a1n − b1n
a21 − b21 a22 − b22 · · · a2n − b2n

...
...

...
am1 − bm1 am2 − bm2 · · · amn − bmn


Um zwei Matrizen zu multiplizieren, müssen sie kompatibel sein, das bedeutet, dass die Anzahl der
Spalten in der ersten Matrix der Anzahl der Zeilen in der zweiten Matrix entsprechen muss. Wenn die
erste Matrix A m Zeilen und n Spalten hat, und die zweite Matrix B hat p Zeilen und q Spalten hat,
dann ist die Matrixmultiplikation A ·B definiert, wenn und nur wenn n = p.[21]

Die Elemente der Ergebnismatrix C werden berechnet indem man jedes Element der i-ten Zeile und
jeder Spalte der j-ten Spalte der ersten Matrix mit dem entsprechenden Element der zweiten Matrix
multipliziert und die Produkte summiert:

Ci,j =

n∑
k=1

Ai,k ·Bk,j

Wenn wir diese Formel nun ausführlich anhand einer Matrix sehen möchten erhalten wir folgendes
Beispiel 

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn

×


b11 b12 · · · b1p
b21 b22 · · · b2p
...

...
. . .

...
bn1 bn2 · · · bnp

 =


c11 c12 · · · c1p
c21 c22 · · · c2p
...

...
. . .

...
cm1 cm2 · · · cmp


cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ain + bnj =

n∑
k=1

aikbkj

Determinante Eine weitere wichtige Operation die mit Matrizen durchgeführt werden kann, ist die
Bestimmung der Determinante. Diese wird bei der Herleitung der Lorentz-Transformation in einem
späteren Kapitel angewandt.

Eine Determinante ist ein Skalar, der aus einer Matrix berechnet wird und bestimmte Eigenschaften
der Matrix beschreibt. Sie wird auch als ”Determinant”bezeichnet. Die Determinante einer Matrix wird
häufig in der Linearen Algebra verwendet, um die Invertierbarkeit einer Matrix zu bestimmen und um
Lösungen für Gleichungssysteme zu finden.[21]

Die Determinante einer Matrix A, die als det(A) oder |A| bezeichnet wird, wird wie folgt berechnet:
Für eine 2x2 Matrix A hat sie die Form:

|A| = a · d− b · c

Für eine 3x3 Matrix A hat sie die Form:

|A| = a · (e · i− f · h)− b · (d · i− f · g) + c · (d · h− e · g)
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Für eine nxn Matrix A hat sie die Form:

|A| = a1 · |A1| − a2 · |A2|+ a3 · |A3| − ...− an · |An|

Wobei a1 bis an die Elemente der ersten Zeile von A sind und A1 bis An die Minoren von A
sind (die Determinanten der Matrix, die entstehen, wenn man die erste Zeile und Spalte von A ent-
fernt). Die Leibniz-Formel ist eine Möglichkeit, die Determinante einer nxn Matrix zu berechnen. Sie
besagt, dass die Determinante einer Matrix A gleich der Summe der Produkte der Elemente auf der
Hauptdiagonalen ist, die jeweils von der Anzahl der möglichen Permutationen ihrer Indizes abgezogen
werden:

|A| =
n∑

k=1

(−1)pka1,kM1,k

Wobei pk die Anzahl der Vertauschungen von Indizes ist, die benötigt werden, um k auf die Haupt-
diagonale zu bringen, und M1,k die Determinante der Matrix ist, die entsteht, wenn man die erste Zeile
und Spalte von A entfernt und die Elemente auf der Hauptdiagonalen ersetzt.

Hier ist ein Beispiel für die Berechnung der Determinante einer 3x3 Matrix A mit Hilfe der Leibniz-
Formel:

|A| = a1,1M1,1 − a1,2M1,2 + a1,3M1,3

= a1,1 · |A1| − a1,2 · |A2|+ a1,3 · |A3|

Wobei A1, A2 und A3 die Minoren von A sind (die Determinanten der Matrizen, die entstehen, wenn
man die erste Zeile und Spalte von A entfernt). Um die Determinante einer nxn Matrix A mit Hilfe
der Leibniz-Formel zu berechnen, muss man diesen Prozess für jedes Element auf der Hauptdiagonalen
wiederholen. Die Gesamtdeterminante ist dann die Summe aller dieser Produkte. [22]

Metrik Ein anderes Kozept der Linearen Algebra, welches in der Herleitung der Matrixform der Lor-
entztransformation verwendet wird, ist die sogenannte Metrik. Eine Metrik ist eine Funktion, die zwei
Elemente einer Menge definiert und ihre Distanz zueinander angibt. Sie muss bestimmte Eigenschaften
erfüllen, um als Metrik zu gelten:

• Distanznull: d(x, x) = 0 für alle x in der Menge

• Symmetrie: d(x, y) = d(y, x) für alle x, y in der Menge

• Triangleungleichung: d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) für alle x, y, z

Ein Beispiel für eine Metrik ist die euklidische Distanz in der Euklidischen Ebene. Sie wird wie
folgt berechnet [23]:

d(x, y) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

d(x, y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 =
√

(x2
1 − 2x1y1 + y21) + (x2

2 − 2x2y2 + y22)

=
√
x2
1 − 2x1y1 + y21 + x2

2 − 2x2y2 + y22

=
√

(x2
1 + x2

2)− 2(x1y1 + x2y2) + (y21 + y22)

=
√
(x2

1 + x2
2)− 2 ·

((
x1 x2

)
·
(
y1 y2

))
+ (y21 + y22)

[20]
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Transponieren einer Matrix Die Transponierung einer Matrix ist der Vorgang, bei dem die Zeilen
und Spalten einer Matrix vertauscht werden. Die transponierte Matrix wird als AT bezeichnet.

Hier ist eine Matrix A:

A =

 a1,1 a1,2 a1,3
a2,1 a2,2 a2,3
a3,1 a3,2 a3,3


Die transponierte Matrix AT hat die Form:

AT =

a1,1 a2,1 a3,1
a1,2 a2,2 a3,2
a1,3 a2,3 a3,3


Man kann auch sagen, dass die Elemente aij der Matrix A an der Stelle (i, j) in der transponierten

Matrix AT an der Stelle (j, i) stehen.[21]

3.2 Was ist die Spezielle Relativitätstheorie?

Wenn man die Frage kurz beantworten möchte, kann man sagen, dass die spezielle Relativitätstheorie
sich mit dem vergleichen zweier Datensätze, welche jeweils dasselbe physikalische Phänomen in einem
Bezugssystem behandeln und welche von zwei verschiedenen Beobachtern betrachtetet werden, welche
sich relativ zum Bezugssystem des stattfindenden physikalischen Phänomens bewegen. [3]

Das vergleichen der beiden Datensätze führte zu unglaublichen Ergebnissen. Nach der galileischen
Physik hat ein Ereignis mit der Zeitspanne δt egal von welchem Beobachter aus dieselbe Dauer. Nach
dem Michelson-Morley-Experiment kamen jedoch Zweifel an der Richtigkeit dieses Zusammenhangs
auf. Das Michelson-Morley-Experiment sollte die Geschwindigkeit der Erde relativ zum Lichtäther [7]
auf der Bahn um die Sonne nachweisen. Der sogenannte Lichtäther war ein Medium in welchem sich
das Licht gleich wie Schallwellen verhalten sollte. Das Experiment zeigte, dass die ”Bewegung gegen
den Äther”keinen Einfluss auf die Lichtgeschwindigkeit hatte [7]. Alle physikalischen Theorien, welche
sich auf den Äther bezogen hatten, stellten Problematiken dar, welche nur mit der Hilfe der speziellen
Relativitätstheorie gelöst werden konnten. [7]

Das Michelson-Morley-Experiment bewies die Invarianz der Lichtgeschwindigkeit egal in welchem
Bezugssystem und war somit der Funke, welcher die spezielle Relativitätstheorie als Fundament der
modernen Physik antreiben konnte. Diese Invarianz ist unerklärbar durch die galilieische Physik. Wirft
man einen Ball aus einem Zug mit einer Geschwindigkeit von 25 km/h und wird von einem Zug
überholt, welcher sich mit 50 km/h bewegt, so bewegt sich der Ball relativ zum Boden mit 75 km/h.
Gemäss galileischer Physik werden die Geschwindigkeiten der beiden Systeme addiert, wenn sie vom
System des Bodens beobachtet werden. Wenn sich nach galileischer Physik alle Teilchen im Universum
so verhalten würden, wäre die Tatsache, dass die Lichtgeschwindigkeit in allen Bezugssystem invariant
ist, unerklärbar gewesen. [3]

Nach der Veröffentlichung der speziellen Relativitätstheorie durch Albert Einstein wurden Voraus-
sagen bezogen auf die Zeit innerhalb verschiedener Referenzsysteme gemacht, welche wir heute als Zeit-
dilatation kennen. Jene ist nur möglich, wenn die Zeitspanne bezogen auf zwei Referenzsysteme nicht
gleich sein muss. Dies wiederum führte zum sogenannten Zwillings Paradoxon und weiteren Paradoxen.
Nebst der Tatsache der Verschiebung der Zeit ist der Fakt der Längenkontraktion ein sehr wichtiger.
Das soll bedeuten, dass sich die Zeiten, sowie die Längen der beobachteten physikalischen Phänomene,
welche von verschiedenen Beobachtungssystemen angeschaut werden, nicht gleichen müssen und sogar
total verschiedene Resultate erhalten, welche sich jedoch nach newtonischer Mechanik erklären lassen.
Dabei ist wichtig anzumerken, dass alle physikalischen Gesetze in allen Bezugssystemen dieselben sind.
[3] [1]

Dies führt uns nun zu einer der wichtigsten Folgen der speziellen Relativitätstheorie. Die Zeit ist
nun nicht mehr eine invariante Grösse, sie verändert sich genau wie die Koordinaten eines Punktes,
betrachtet aus verschiedenen Perspektiven. Die Distanzen im Raum sind nun auch nicht mehr dieselben,
wenn sich Objekte relativ zu einem Beobachter bewegen. Die spezielle Relativitätstheorie weist nun
also eine neue Koordinate eines herkömmlichen Vektors hin, welche abhängig von Raum und Zeit
zu sein scheint. So einen Vektor nennt man Minkowski-Vektor oder 4-er Vektor, nach Minkowski-
Raum-Zeit-Diagramm. [3] [2] Aus letzterem Konzept ergibt sich die Einführung eines neuen Begriffs,
namentlich Interitalsystem. Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem in dem sich eine Masse gleichförmig
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fort bewegt oder ein kräftefreier Körper stillsteht. [8] Aufgrund der Postulierung, dass Massen sich
in Inertialsystemen gleichförmig bewegen, lässt sich schliessen, dass alle Bezugsysteme, welche sich
geradlinig-gleichförmig gegenüber einem Inertialsystem bewegen, ebenfalls Inertialsysteme sind.

Es lässt sich sagen, dass die Erschaffung dieser neuen Konzepte zu drastischen Revisionen des
bisherig Erlernten führte. Es mussten bspw. relativistische Versionen von Konzepten entworfen werden,
um die Realität nach Einstein besser erklären zu können. Es entstanden auch neue Konzepte auf alten
Grundlagen. Bspw. der relativistische Doppler-Effekt, welcher sich nur durch die Relativität erklären
lässt, sich aber aus dem Konzept von Christian Doppler ergeben hat.

Ich möchte nun eine wichtige Anmerkung machen: Es wird oftmals gesagt, dass sich die spezi-
elle Relativitätstheorie nur mit dem Zusammenhang der geradlinig-gleichförmigen Bewegung ausein-
andersetzt und dass der Zusammenhang der beschleunigten Bewegung in der Allgemeinen Relati-
vitätstheorie geklärt wird. Dies ist jedoch eine grundlegend falsche Annahme, denn die spezielle Re-
lativitätstheorie beschäftigt sich mit der Beschreibung und Analyse physikalischer Phänomene und
somit auch Phänomene der beschleunigten Bewegung. Jedoch nur solange jene in einem Inertialsystem
beobachtet und in Bezug auf dieses beschrieben werden. [3] Die allgemeine Relativitätstheorie bezieht
sich hingegen auf die Annahme, dass es gar keine Inertialsysteme gibt.

Nach Einstein lassen sich zwei sogenannte Postulate aufstellen. Postulate sind Formulierungen
und Annahmen ohne welche sich die darauf aufbauende Theorie nicht erklären lässt. Dabei ist wichtig
anzumerken, dass theoretisch auch andere Überlegungen möglich sind und nicht ausgeschlossen werden
können. Die sogenannten Postulate können aus Experimenten geschlossen oder aus philosopischen
Überlegungen erkannt werden, müssen sich jedoch durch experimentelle Verfahren beweisen lassen.

3.2.1 Einsteins Postulate

Einsteins Erstes Postulat, dass sogenante Prinzip der Relativität, besagt, dass alle physikalischen Ge-
setze in allen Inertialsystemen gleich sind. Wenn sie nicht gleich wären, dann könnte die Richtigkeit
eines Inertialsystems angezweifelt werden und es würde somit nur ein richtiges Ergebnis geben. Ein gu-
tes Beispiel zur Verdeutlichung dieser Tatsache ist: Man nehme an zwei Kinder würden auf einem Zug
mit einem Ball spielen und wir würden uns auf einem Zug mit konstanter Geschwindigkeit bewegen.
Egal was man tut, man kann aus den Beobachtungen nicht schliessen, ob oder wie schnell sich der Zug
bewegt. Dass liegt genau daran, dass alle physikalischen Gesetze in allen Inertialsystemen dieselben
sind. [1] Kurzgesagt sind andere physikalischen Phänomene, wie die von Faraday oder des Elektroma-
gnetismus in allen Ergebnissen gleich und man erhält die gleichen Resultate. Dabei ist das wichtigste
Phänomen, die Voraussage der elektromagnetischen Strahlung, welche sich aus Maxwells Gleichun-
gen ergeben. Nach diesem Phänomen bewegen sich Licht und andere elektromagnetische Wellen in
einem Vakuum mit derselben konstanten Geschwindigkeit, namentlich 299′792′458m/s. [1] Aus letzte-
rem entsteht Einsteins Zweites Postulat. Wie bereits in einem vorherigen Abschnitt erklärt, nahmen
die Physiker im 19. Jahrhundert an, dass sich Licht, durch ein sogenanntes Medium, namens Äther,
wie Schallwellen durch die Luft bewegen. Das wie schon erwähnte Michelson-Morley-Experiment war
bei der Auflösung der Ätherphysik zentral und führte wie schon gesagt zu Einsteins Überlegungen.
Einsteins weltverändernde Überlegung bestand in der Tatsache und des empirischen Beweises seiner
Vermutungen des ersten Postulats, welches zum Schluss kam, dass Maxwell’s Gesetze in allen Inerti-
alsystemen gleich sind und dass somit die Lichtigeschwindigkeit in allen Inertialsystemen dieselbe sein
muss. Jenes wurde wie schon erwähnt durch das Michelson-Morley-Experiment bewiesen. Somit lautet
Einsteins zweites Postulat, dass die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum in allen Inertialsystemen dieselbe
ist und unabhängig von der Bewegung der Quelle ist. [1] Es lässt sich folgendes Gedankenexperiment
als Beweis dieses Phänomens aufstellen. Man nehme an das zwei Beobachter die Lichtgeschwindigkeit
in einem Vakuum messen, bspw. im Weltall. Ein Beobachter bewegt sich gleichförmig-gradlinig relativ
zur Lichtquelle und ein anderer bleibt still. Nach dem Prinzip der Relativität, welche besondere Be-
zugssysteme, dir wir als Inertialsysteme bezeichnet haben, annimmt, müssen beide Beobachter dasselbe
Resultat für die Lichtgeschwindigkeit erhalten. [1]
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3.3 Grundlegende Phänomene

Ich möchte nun auf grundlegende Ideen verweisen, welche zentral für die spezielle Relativitätstheorie
sind.

3.3.1 4er-Vektoren

Die bereits erwähnten 4er-Vektoren oder auch Minkowski-Vektoren, welche durch drei Raum- und
eine Zeitkoordinate definiert werden. Die grundlegende Idee entspricht hierbei die Analyse und das
Verstehen verschiedener Datenpunkte betrachtet aus den Perspektiven zwei verschiedener Beobachter,
welche sich gleichförmig zueinander bewegen und somit Inertialsysteme bilden. [2]

Ein Vierervektor, ein Derivat der Relativitätstheorie, ist ein Vektor im reellen, vierdimensionalen
Raum mit indefiniten Längenquadrat. Dies bedeutet, dass dieses Längenquadrat auch invariant unter
den Lorentz-Transformationen ist, sowie dies eines R3 Vektors. Diese Invarianz bedeutet, dass das
Längenquadrat in allen Inertialsystemen gleich ist. In unserem Fall der speziellen Relativitätstheorie
nehmen wir an, dass die Komponenten des Vierervektors Zeit- sowie Ortskoordinaten eines Ereignisses
beinhalten, als auch die Energie die Energie und den Puls eines Teilchens.

In zwei sich unterschiedliche bewegenden Inertialsystem lassen sich die Komponenten der Viere-
vektoren von einem Inertialsystem ins Nächste mittels des Lorentz-Boosts übertragen. Man verwendet
aµ = (a0, a1, a2, a3) als Notation für einen kontravarianten 4-er Vektor und aµ = (a0, a1, a2, a3) für
einen kovarienten 4-er Vektor.

Der Ortsvektor wird definiert durch eine Zeitkomponente t und Raumkoordinaten−→x = (x, y, z). Die
Zeitkoordinate wird mit der Lichtgeschwindigkeit c multipliziert, so dass sie wie die Raumkoordinaten
die Dimension einer Länge hat.

Kontravriant und Kovariant Die kovariante Darstellung des Orts-Vierervektors in der speziellen
Relativitätstheorie entspricht

xµ = (ct, x, y, z) = (ct, x)

und die kontravariante Darstellung entspricht

xµ =


ct
x
y
z


Längenquadrat Das invariante Längenquadrat ds2 entspricht dem Skalarprodukt des kontravarian-
ten und des kovarianten Vierervektors

ds2 = dxµ · dxµ = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx3)2

Aus dem 4er-Vektor der speziellen Relativitätstheorie ergibt sich das folgende Längenquadrat

ds2 = dxµ · dxµ = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2

s2 = (c2t2 − x2 − y2 − z2) = (c2t′
2 − x′2 − y′

2 − z′
2
)
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Vierergeschwindigkeit Der Begriff der Vierergeschwindigkeit ist ebenfalls wichtig für die Simula-
tion der bewegten Objekte und die Herleitung der Lorentz-Transformation. Die Vierergeschwindigkeit
v erhält man durch das Differenzieren des Ortsvierervektors x nach der Eigenzeit (mehr zu Eigenzeit
in 3.3.5) dτ . Die Eigenzeit ist definiert als

dτ =
1

γ
dt

x =


ct
x
y
z



v =
dx

dτ
= γ · d

dt


ct
x
y
z



= γ


c
vx
vy
vz


γ =

1√
1− vx2+vy2+vz2

c2

[16]

3.3.2 Lorentz-Transformation

Was sind Lorentz-Transformationen Nach der Einführung in klassische Transformationen, wie
die Galilei Transformation, stellt sich die Frage: Was gilt nun bei grösseren Geschwindigkeiten? Um die-
se Frage zu beantworten braucht man die Lorentz-Transformationen. Da die Galilei Transformationen
gute Näherungen bei irdischen Geschwindigkeiten bieten, lassen sich jene auch mittels einiger Modifi-
kationen in die Lorentz-Transformationen umformen. Wie schon gesagt, die Galilei Transformationen
bieten gute Approximationen bei kleinen Geschwindigkeiten dar, sie sind jedoch aber nicht von Nut-
zen bei höheren Geschwindigkeiten, sowie bei der Elektrodynamik. Ohne die Lorentz-Transformationen
könnte man das Verhalten von elektromagnetischen Wellen nicht erklären. Namentlich liessen sich die
Maxwellschen Gleichungen und die konstante Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) c durch die Galilei-
Transformationen nicht erklären, da in Galilei Transformationen die Lichtgeschwindigkeit relativ zur
Bewegung und zu den Referenzpunkten ist. Somit wird sie sich in verschiedenen Richtungen un-
terscheiden, welches Maxwells Theorie widersprechen würde. Ebenfalls konnte man die Ergebnisse
des Michelson-Morley Experiments (Experiment welches die Geschwindigkeit der Erde relativ zum
Lichtäther bestimmen sollte)[7] nicht mit den Galileischen Gleichungen erklären. Es mussten also neue
Gleichungen her. Diese Gleichungen beinhalteten nun neue Überlegungen, wie dass sie eine neue, vier-
dimensionale Raumzeit annahmen, welche Zeit- und Raumkoordinaten vereinen sollte. Es gelten auch
hier wieder die Erhaltung der physikalischen Gesetze und anders als bei den Galilei Transformationen
werden die Abstände im Minkowski-Raum (R4) eingehalten. Ohne die Lorentz-Transformation wäre die
spezielle Relativitätstheorie unvorstellbar und unerklärbar gewesen. Lorentz-Transformationen bilden
wie die Galilei Transformationen Gruppen, welchen folgenden Operationen folgen:

• Mehrere aufeinanderfolgende Lorentz Transformationen können mit einer Lorentz Transformati-
on beschrieben werden

• Eine Lorentz-Transformation von einem Inertialsystem in dasselbe wird ebenfalls als Lorentz-
Transformation bezeichnet

• Es existiert eine inverse Lorentz-Transformation, welche die Koordinaten wieder ins ursprüngliche
Inertialsystem zurück transformiert

• Die Determinante der Transformationsmatrix entspricht eins
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Anwendungen der Lorentz-Transformation Die Lorentz Transformation lässt sich im Gegen-
satz zu den Galilei Transformationen unter fast allen Bedingungen einsetzen, namentlich ist sie bei
sehr grossen, wie auch sehr kleinen Geschwindigkeiten anwendbar und liefert bei allen akkurate Ergeb-
nisse, welche mit experimentellen Resultaten übereinstimmen. Sie finden vorallem Anwendung in der
speziellen Relativitätstheorie in welcher sie als Koordinatentransform und als Grundlage deren Kon-
sequenzen, wie der Zeitdilatation, Längenkontraktion oder der relativistischen Massezunahme, sowie
bei Einsteins Zwillings Paradoxon und vielen weiteren Überlegungen. Ebenfalls finden sie Gebrauch in
der Simulation von Systemen, namentlich dem Ziel meiner Arbeit, der Simulation von verschiedenen
Objekten mittels der Relativitätstheorie. Ohne die Lorentz Transformation wäre meine Simulation un-
denkbar gewesen und würde somit auch nicht akkurate Resultate liefern. Die Lorentz-Transformation
kann in der Simulation namentlich Anwendung finden, indem man sie mehrere Male für verschiedene
Punkte (oder auch Funktionen) wiederholt und diese dann grafisch darstellt und somit auch deren
Bewegung darstellt. Mit Lorentz-Transformationen kann man also Bewegungen von Teilchen bei ganz
grossen und ganz kleinen Geschwindigkeiten simulieren.

Herleitung der Lorentz Transformation Herleitung der Lorentz-Transformation aus den Galilei-
Transformationen. Galilei-Transformationen:

t′ = t, x′ = x− vt, y′ = y, z′ = z (hlt.1)

x

y

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

x′

ct′

v

x

y

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

x

ct

−v

Wir nehmen zunächst an, dass sich unsere beiden Koordinatensystem aufeinander zu bewegen.
Durch die Symmetrie der Koordinatenachsen aufgrund der Lichtgeschwindigkeit muss sich ein be-
stimmter Faktor ergeben, welcher die Längenerhaltung innerhalb zwei Inertialsystem ermöglicht. Dies
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ist mit den Galilei-Transformationen nicht möglich. Aufgrund dieser Annahme ergeben sich folgende
Gleichungen:

x′ = γ(x− vt), x = γ(x′ + vt′) (hlt.2)

Man multipliziere x mit x’
xx′ = γ2(xx′ + xvt′ − vtx′ − v2tt′) (hlt.3)

Aufgrund der Tatsache dass x = ct und x′ = ct′ ist, erhalten wir nun:

ctct′ = γ2(ctct′ + ctvt′ − vtct′ − v2tt′) (hlt.4)

c2 = γ2(c2 − v2) (hlt.5)

γ2 =
c2

c2 − 1
=

1

1− v2

c2

(hlt.6)

γ =
1√

1− v2

c2

(hlt.7)

Einfacherheitshalber setzen wir β = v
c . Dies führt zu:

γ =
1√

1− β
(hlt.8)

Mittels der Gleichungen hlt.2 und hlt.7 lässt sich folgende Beziehung aufstellen, um t’ im neuen
Inertialsystem zu bestimmen.

x

γ
= x′ + vt′ (hlt.9)

x

γ
− x′ = vt′ (hlt.10)

x

γv
− x′

v
= t′ (hlt.11)

Mit der Beziehung x′ = γ(x− vt), diese gilt da Licht ein Eigenvektor ist und laut Einsteins Postu-
laten in allen Inertialsystemen gleich sein muss und wenn sich x somit linear bewegt, bewegt sich das
Objekt nicht schneller als Lichtgeschwindigkeit, somit lässt sich folgende Gleichung aufstellen

t′ =
x

γv
− γ(x− vt)

v
(hlt.12)

t′ = γ(
x

γ2v
− x

v
+ t) (hlt.13)

let z = x
γ2v − x

v

z =
x

γ2v
− x

v

= x(
1

γ2v
− γ2

γ2v
) (hlt.14)

Nun vereinfachen wir u = 1
γ2v − γ2

γ2v

u =
1− γ2

γ2v
=

−v

c2
(hlt.15)

Aus hlt.14 und der Vereinfachung hlt.15 ergibt sich

z = x(u) = x(
−v

c2
) (hlt.16)

Durch einsetzen von hlt.16 in hlt.13 erhalten wir

t′ = γ(t− v

c2
x) (hlt.17)
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Herleitung des Lorentz-Boost und anderen Matrix-Formen Erstmal müssen wir einige Ge-
setze für Inertialsysteme vereinbaren. Die Inertialsysteme sind nach folgenden Postulaten beschreibbar:

• a)
−→̈
x = 0, das Trägheitsgesetz

• b) Das zweite Postulat besagt, dass alle physikalischen Gesetze in allen Inertialsystem gleich sind.

Dazu nehmen wir nochmals an, dass wir ein Inertialsystem haben, in welchem wir folgendes als Koor-
dinaten verwenden.

x = (x0, x1, x2, x3) = (ct,−→x ) (lt.0)

Das Trägheitsgesetz sagt aus, dass die letzte Gleichung durch eine Gerade darstellbar ist. Dies bedeu-
tet dass die gesuchte Transformationsmatrix eine bijektive Abbildung eines affinen oder projektiven
Raumes auf sich selbst darstellt, bei welcher jede Gerade auf eine andere Gerade abgebildet wird und
somit geradentreu sind.

x′µ = Aµ
νx

ν + aµ (lt.1)

Jenes ist ist die Schreibweise der Einsteinschen Summenkonvention. Die Summenkonvention von Ein-
stein besagt, dass in einer Summe von Termen (wie zum Beispiel die Summe von Energie-Termen), die
über die verschiedenen Zustände eines Systems gehen, nur solche Zustände berücksichtigt werden soll-
ten, die sich von einander unterscheiden. Mathematisch gesehen sagt Einstein eigentlich, dass aufgrund
der Eigenschaft des Levi-Cita Symbols ϵijk wir Terme, welche sozusagen doppelt vorkommen streichen
können. lt.1 lässt sich ebenfalls als x′ = Ax+ a schreiben. Dabei ist letzteres ∈ Poincaré-Gruppe. [17]

Koordinatendifferenzen ξ = x− y transformieren dabei homogen.

ξ′ = Aξ (lt.2)

Alle Grössen, welche durch letztere Gleichung transformierbar sind, werden als 4-er Vektoren be-
zeichnet.

Aus dem Gesetz der Lichtausbreitung,

c2(t1 − t2)
2 − (x⃗1 − x⃗2)

2 = 0 (lt.3)

welches besagt, dass zwei Ereignisse durch c, also die Lichtgeschwindigkeit, verbunden werden können
ergibt sich der Lichtkegel.

(Das Gesetz des Längenquadrats ist nichts anderes als ein Derivat des Lichtausbreitungsgesetzes,
da es sich nur um einen Vierervektor handelt, falls sich der Vierervektor aus jenem Produkt definieren
lässt.) [17]

Der Lichtkegel
(ξ0)2 − ξ⃗2 = 0

,basierend auf dem Gesetz der Lichtausbreitung, muss somit auch invariant sein, da dass Gesetz selbst
invariant ist. Die sich ergebende quadratische Form ist

(ξ, ξ) = gµνξ
µξν = ξT gξ (lt.4)

dabei ist die Metrik g = ηνµ

g =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1
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ξ0

(ξ, ξ) = 0

ξ

lt.3 unter der Transformation lt.1 ist invariant unter der Bedingung,dass

AT gA = αg (lt.5)

für α ̸= 0. Aus dem Trägheitssatz für quadratische Formen lt.4 schliesst sich α > 0. Geometrisch
würde α < 0 bedeuten, dass unter lt.2 das Innere mit dem Äusseren des Lichtkegels vertauscht werden
würde. Dies ist geometrisch gesehen nicht möglich. Die Gruppe der affinen Transformationen lt.1 und
lt.5 enthält die reinen Dilatationen [17]

x 7−→ λx, (λ > 0),

welche die Zeitdilatationen und die Längenkontraktionen enthält. Aufgrund der Tatsache, dass α > 0
sein muss, lässt sich jedes A zerlegen in

A = λΛ, (λ > 0), (lt.6)

ΛT gΛ = g (lt.7)

Unsere Lorentz-Transformationen ergeben sich nun durch lt.7 und bilden die Lorentz-Gruppe L. Will
man nur die Inertialsysteme mit festen Massstäben, also mit gleichen Längen in allen Inertialsystemen,
ergibt sich aus deren Äquivalenz, dass der Faktor λ in lt.6 durch Λ alleine bestimmt wird.

A(Λ) = λ(Λ)Λ

dies führt zur Erkenntnis, dass λO(Λ) nicht abhängig ist vom Ursprungskoordinatensystem O. Alle
Transformationen zwischen dem Ursprungskoordinatensystem und einem weiteren ist λO(Λ)Λ|Λ ∈ L
und jene sind unabhängig von O. Die Gruppeneigenschaft verlangt

λ(Λ1)λ(Λ2) = λ(Λ1Λ2) (lt.8)

Es lässt sich zeigen, dass die einzig gültige Lösung λ : L → R davon λ ≡ 1 [17]

Zusammenfassung Man bezeichnet die inhomogenen Lorentz-Transformationen als diejenigen, die
alle Inertialsysteme mit festen Massstäben verbinden.

x′µ = Aµ
νx

ν + aµ, bzw.x′ = Λx+ a (lt.9)
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Jenes sind die affinen Transformationen mit der Invarianten

(x0 − y0)
2 − (x⃗− y⃗)2 (lt.10)

Mittels lt.10 lässt sich der R4 mit einer Metrik versehen, welche in jedem Inertialsystem die resultie-
rende Form aus lt.4 annimmt. Aufgrund von den Eigenschaften der Lorentz-Transformation entspricht
die det(Λ) = 1. Somit erhalten wir

(Λ0
0)

2 −
3∑

k=1

(Λk
0)

2 = 1

L lässt sich in 4 verschiedene Eigenschaften unterteilen det(Λ) = 1 und Λ0
0 ≥ 1 = 1 det(Λ) = −1 und

Λ0
0 ≥ 1 = P det(Λ) = 1 und Λ0

0 ≤ −1 = PT det(Λ) = −1 und Λ0
0 ≤ −1 = T

1 =


1

1
1

1

 , P =


1

−1
−1

−1

T =


−1

1
1

1

 , TP =


−1

−1
−1

−1



L+ = Λ ∈ L|det(Λ) = 1

L↑ = Λ ∈ L|Λ0
0 ≥ 1

L+
↑ = L+ ∩ L↑ (lt.11)

[17]

Lorentz Boosts Lorentz-Transformationen nicht spezifisch für hyperbole Funktionen oder Rotatio-
nen.

Λ =


∗ 0 0 0
0
0 ∗
0

 =⇒ Λ =


1 0 0 0
0
0 R
0

 = Λ(R) (2)

Λ =


a b 0
c d

1 0
0 0 1

 =⇒ Λ =


ch(Ξ) −sh(Ξ) 0
−sh(Ξ) ch(Ξ)

1 0
0 0 1

 = Λ(Ξ) (lt.13)

für ein Ξ ∈ R gilt lt.7(
1 0
0 −1

)
=

(
a c
b d

)(
1 0
0 −1

)(
a b
c d

)
=

(
a2 − c2 ab− cd
ab− cd b2 − d2

)
Aus a = Λ0

0 ≥ 1 und a2 − c2 = 1 folgt a = ch(Ξ), c = −sh(Ξ) für ein Ξ ∈ R. Aus ab − cd = 0 folgt
(b, d) = λ(−sh(Ξ), ch(Ξ)) für ein λ ∈ R. Schliesslich ist 1 = det(Λ) = λ(ch2(Ξ) − sh2(Ξ)) = λ. Die
Boosts bilden eine Untergruppe, mittels des Multiplikationsgesetzes

Λ(Ξ1)Λ(Ξ2) = Λ(Ξ1 + Ξ2) (lt.14)

x̃ = Λ(Ξ)x lautet ausgeschrieben

ct̃ = (ch(Ξ))ct = (sh(Ξ))x1

x̃2 = x2

x̃1 = −(sh(Ξ))ct+ (ch(Ξ))x1

x̃3 = x3
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Ein ruhender Punkt in einem neuen Koordinatensystem folgt im alten der Bahn

x1 = (ch(Ξ))−1x̃1 + (th(Ξ))ct

x2 = x̃2, x3 = x̃3

Λ(Ξ) transformiert auf ein Inertialsystem, welches sich achsenparallel und gleichförmig in 1 -Richtung
bewegt mit der Relativgeschwindigkeit

v = c · th(Ξ)
womit −c < v < c. Mittels

ch(Ξ) =
1√

1− (v2/c2)
, sh(Ξ) =

v/c√
1− (v2/c2)

lautet ẍ = 0

t̃ =
t√

1− (v2/c2)
− vx1/c2√

1− (v2/c2)
, x̃2 = x2

x̃1 = − vt√
1− (v2/c2)

+
x1√

1− (v2/c2)
, x̃3 = x3 (lt.15)

[17]
Wir können aus der Gleichung lt.14 mittels Λ(v) auf die sogenannte Geschwindigkeitsaddition

schliessen.

v = c · th(Ξ1 + Ξ2) = c
th(Ξ1) + th(Ξ2)

1 + th(Ξ1)th(Ξ2)
=

v1 + v2
1 + v1v2

c2

Eine ander wichtige Feststellung ist der Zerlegungssatz. Jede Lorentz-Transformation, ortochron
oder eigentlich, kann durch eine Drehung gefolgt von einem Boost gefolgt von einer weiteren Drehung
beschrieben werden.

Λ = Λ(R1)Λ(Ξ)Λ(R2)

Mittels letzterem Beweis der folgenden Lorentz-Transformationen lassen sie sich folgendermassen
in eine Matrix Λ umwandeln.

t′ = γ(t− v

c2
x)

x′ = γ(x− vt)

y′ = y

z′ = z

Nun wandeln wir alle t in Raumzeiten ct um. Dies tun wir durch Multiplikation mit c und β = v
c .

ct′ = γ(ct− βx)

x′ = γ(x− β(ct))

y′ = y

z′ = z (lt.16)


ct′

x′

y′

z′

 =


a b c d
e f g h
i j k l
m n o p



ct
x
y
z

 (lt.17)

Aufgrund von lt.13 lässt sich auf folgende Form der Lorentz-Matrix Λ schliessen.
a b 0 0
c d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (lt.18)
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Wir können somit aufgrund von lt.17 und der Bedingung lt.18 folgendermassen nach a,b,c und d
auflösen. 

ct′

x′

y′

z′

 =


a b 0 0
c d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



ct
x
y
z



= ct ·


a
c
0
0

+ x ·


b
d
0
0

+ y ·


0
0
1
0

+ z ·


0
0
0
1



=


cta+ xb
ctc+ xd

y
z

 =


γ(ct− βx)
γx− γβct

y
z



ct · a+ x · b = γct− γβx

ct ·+x · d = γx− γβct

y = y

z = z

daraus lässt sich schliessen, dass a = γ, b = −γβ, c = −γβ und d = γ ,welches folgende Matrix ergibt
γ −γβ 0 0

−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (lt.19)

3.3.3 Gleichzeitigkeit

Nun wird das Prinzip der Gleichzeitigkeit behandelt, welches wichtige Formulierungen wie das Ereignis
einführt. Wenn wir von Gleichzeitigkeit sprechen, dann sprechen wir von zwei Ereignissen, welche eine
fixe Position und Zeit haben, welche gleichzeitig auftreten. Einem Ereignis können ebenfalls drei Raum-
und eine Zeitkoordinate zugewiesen werden. Es ist wichtig anzumerken, dass ein Ereignis verschiedene
Raumzeitkoordinaten haben kann und dass es schlichtweg einfach etwas ist das passiert und nicht
zu einem bestimmten Inertialsystem gehört.[2] Das grundlegende Problem der Gleichzeitigkeit ist die
Tatsache, dass Ereignisse welche von einem Beobachter aus beobachtet werden, nicht in derselben
Reihenfolge in einem anderen Inertialsystem auftreten müssen. Die Gleichzeitigkeit ist kein absolutes
Konzept und ist in dem Aspekt abhängig von der Bewegung des Beobachters. [2] Um das Konzept der
Gleichzeitigkeit zu veranschaulichen, betrachten wir folgendes Beispiel:

Es gibt zwei Beobachter, Alice und Bob, die sich mit konstanter Geschwindigkeit voneinander
entfernen. Zwischen ihnen befindet sich ein Lichtblitz, der zur gleichen Zeit von beiden Beobachtern
gesehen wird. Alice befindet sich jedoch in Bewegung, während Bob stillsteht. Nach den Gesetzen der
speziellen Relativitätstheorie wird der Lichtblitz für Alice schneller erscheinen als für Bob, da er sich
aufgrund ihrer relativen Geschwindigkeit in ihre Richtung bewegt. Das bedeutet, dass der Lichtblitz für
Alice früher enden wird als für Bob. Dies bedeutet, dass Alice und Bob unterschiedliche Vorstellungen
davon haben, wann der Lichtblitz stattgefunden hat. Für Alice war der Lichtblitz früher zu Ende
als für Bob, während für Bob der Lichtblitz später zu Ende war als für Alice. Dies zeigt, wie die
Gleichzeitigkeit von Ereignissen von einem Beobachter zum anderen variieren kann. [2]
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3.3.4 Relativität der Zeit

Die Relativität der Zeit basiert auf der Tatsache, dass unterschiedliche Zeiten von räumlich getrennten
Beobachtern für dasselbe Ereignis gemessen werden können. Somit lässt sich der Schluss ziehen, dass
die Zeit abhängig ist vom räumlichen Abstand und jene sozusagen verbunden sind. Zur Veranschauli-
chung verwenden wir ein Beispiel aus einem Physik-Textbuch [2]. Man nehme an einer der Beobachter
beobachtet zwei Ereignisse, welche an derselben Stelle stattfinden.

a) zeigt die vereinfachte Version des Experiments, welches Sally, unser Beobachter, durchführt
währenddessen, sie, ihre Ausrüstung, eine Lichtquelle, ein Spiegel und eine Uhr auf einem Zug fahren
und sich mit der konstanten Geschwindigkeit v⃗ relativ zur Station bewegen. Eine Lichtwelle verlässt die
Quelle B (Ereignis 1) und bewegt sich vertikal nach oben und wird dort wiederum nach unten reflektiert
durch den Spiegel. Unten angekommen wird es durch die Quelle (Ereignis 2) wieder wahrgenommen.
Das Zeitinterval δt0 zwischen den beiden Ereignissen ist logischerweise abhängig von der Distanz D
zwischen Quelle B und Spiegel. Das Zeitinterval

∆t0 =
2D

c
(Sally) (t.1.0)

Die beiden Ereignisse finden am selben Ort statt und in Sally’s Bezugssystem. Sie braucht nur eine
Uhr C um das Zeitinterval zu messen.

Nun betrachten wir die beiden Ereignisse aus der Perspektive von Sam, welcher auf der Plattform
steht, während der Zug vorbei fährt. Da der Zug und die Messausrüstung sich bewegt sieht Sam den
Weg den der Lichtstrahl zurücklegt anders als Sally. Siehe Fig.b). In seinem Bezugssystem finden die
beiden Ereignisse an unterschiedlichen Orten statt und somit muss Sam zwei Uhren C1 und C2 ver-
wenden welche miteinander synchronisiert sind, um das Zeitinterval zwischen den beiden Ereignissen
messen zu können. Aufgrund von Einsteins zweitem Postulat bewegt sich das Licht in allen Inertialsy-
stemen mit derselben Geschwindigkeit. Aufgrund der Tatsache, dass sich der Zug relativ zur Plattform
bewegt, hat das Licht einen anderen Weg als zuvor innerhalb des Zugs. Die zurückgelegte Länge ist
somit länger als die vorherige. Wir bezeichnen die Länge der Quelle B zum Spiegel nun mit L. Es
ergibt sich nun folgende Gleichung für das Zeitinterval aus dem Bezugssystem von Sam

∆t =
2L

c
(Sam) (t.1.1)

Lösen wir nun nach L mit Hilfe von Pythagoras auf, erhalten wir die folgende Gleichung für L

L =

√
(
1

2
v∆t)2 +D2 (t.1.2)
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Lösen wir nun δt0 nach D auf und setzen dies in unsere Gleichung für L ein erhalten wir nun folgendes
für unsere Länge L

L =

√
(
1

2
v∆t)2 +

1

2
c∆t0)2 (t.1.3)

Setzen wir nun L in unsere Gleichung für ∆t ein erhalten wir folgende Gleichung für ∆t

∆t =
∆t0√

1− (v/c)2
(t.1.4)

[1][2]

3.3.5 Zeitdilatation und Eigenzeit

Aus letzterer Gleichung erhalten wir eine wichtige Erkenntnis. Aus der Tatsache, dass wir uns nicht
schneller als Lichtgeschwindigkeit bewegen können, lässt sich folgende Beziehung zwischen v und c
darlegen. v < c was sich auch dadurch beweisen lässt, da

√
−1 = i und man somit Lösungen mit

imaginären Zahlen erhalten würde. Aus der Beziehung lässt sich wiederum darlegen, dass ∆t > ∆t0
sein muss. Dies ist wiederum auch logisch, da mehr Zeit vergeht um die Distanz L hinter sich zu legen.
Es entsteht somit ein interessantes Phänomen. Die vergangene Zeit zwischen den beiden Ereignissen
ist unterschiedlich von Inertialsystem zu Inertialsystem. Dies lässt sich dadurch erklären, dass Licht ein
Eigen-Vektor und somit invariant in fast allen Systemen ist. Genau diese Änderung des Zeitintervals
nennt man Zeitdilatation. Wir schliessen daraus, dass die relative Bewegung eines Inertialsystems
einen Einfluss auf die wahrgenommene Zeit hat. [1][2] Das Textbuch-Beispiel verdeutlicht nebst der
Zeitdilatation noch etwas anderes. Aufgrund von dem Textbeispiel und seinen Ergebnissen, lässt sich
ein neuer Term für das Zeitinterval in dem Inertialsystem bilden, in welchem die beiden Ereignisse
stattfinden, nämlich Eigenzeit. Einfach gesagt spricht man von Eigenzeit, wenn man sich in seinem
eigenen Inertialsystem befindet und bspw. eine Arbeit schreibt, genau dann erfährt man die sogenannte
Eigenzeit, welche nun in einem stationären Bezugssystem stattfindet. Wenn man ein Zeitinveral mit
dem Eigenzeitinterval vergleicht und das Zeitinterval grösser ist als das Eigenzeitinterval, dann wird
von der, wie schon erwähnten, Zeitdilatation gesprochen. [2]

Aufgrund von unserem kurzen Textbuch-Beispiel lässt sich auch auf den Lorentzfaktor schliessen.
Der Faktor ist ersichtlich aus der letzteren Gleichung für ∆t. Es ist nämlich genau der Faktor, um

welchen sich ∆t0 von ∆t, unterscheidet.

γ =
1√

1− (v/c)2
(t.1.5)

Zur Veranschaulichung der stärke der Veränderung von ∆t, abhängig von der Geschwindigkeit folgt
eine Grafik.
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Die Grafik zeigt den Verlauf des Lorentzfaktors verglichen mit dem β-Wert, dabei ist β = v/c. Es
ist nun ersichtlich, dass der Wert des Lorentzfaktors γ sich dem unendlichen nähert, sobald sich der
β-Wert 1 annähert. Dies ist logisch, da wir uns nach unseren Gesetzen der Physik nicht schneller als
Lichtgeschwindigkeit bewegen können und somit stellt die Lichtgeschwindigkeit die ultimative Grenze
aller Geschwindigkeiten dar. Mathematisch lässt sich die Grafik aufgrund der Tatsache erklären, dass
wir

√
−1 nicht im kartesischen Koordinatensystem darstellen können und die Lösung für uns somit

nicht greifbar ist. [2]
Es ist nun ersichtlich, dass sich unsere Gleichung für ∆t nun folgendermassen umschreiben lässt[2]

∆t = γ∆t

3.3.6 Längenkontraktion

Wie auch bei der Zeit oder besser gesagt den Intervallen der Zeit zwischen mehreren Ereignissen hat
das Konzept der Relativität auch einen Einfluss auf die Länge. Wie im Abschnitt zur Zeit bereits
erklärt wurde, hat der Abstand zwischen den verschiedenen Inertialsystemen auch einen Einfluss auf
die Zeit, die vom jeweiligen Beobachter wahrgenommen wird. Somit ist die Konsequenz daraus, dass
die wahrgenommene Länge in verschiedenen Inertialsystemen unterschiedlich sein kann. Besser gesagt
ist die Längenkontraktion ein direkte Schlussfolgerung der Zeitdilatation. [2] Um den Zusammenhang
besser verständlich zu machen, lässt sich folgendes Beispiel nehmen. Man stelle sich vor man wolle die
Länge eines sich bewegenden Fahrzeugs bestimmen. Dazu braucht man zwei Personen, welche jeweils
die Front und das Heck des Fahrzeug gleichzeitig markieren. Genau hierbei liegt nun das Problem, denn
wie im Abschnitt zur Gleichzeitigkeit etabliert, ist diese kein absolutes Konzept und ist von Beobachter
zu Beobachter verschieden. Genau dies führt dazu, dass einer unserer Assistenten, sein jeweiliges Teil
des Fahrzeugs, nicht zur selben Zeit wie der Andere markiert und wir so die wahre Länge des bewegten
Fahrzeugs nicht ermitteln können. [1]

Genau wie schon bei der Relativität der Zeiten lässt sich auch hier nun wieder das gleiche Kon-
zept der Eigenzeit und des wahrgenommenen Zeitintervals aus der Perspektive eines sich geradlinig-
gleichförmigen bewegenden Beobachters wiederaufnehmen. Nun heisst das Konzept der Eigenzeit bei
Längen Eigenlänge. Genau diese werden wir nun versuchen herzuleiten. [2] [1] Dazu wollen wir nun
wiederum ein Gedankenexperiment durchführen. Wir nehmen an, dass wir ein Rohr haben an welchen
an einem Ende eine Lichtquelle befestigt ist und am anderen Ende ein Spiegel. Wir beobachten dieses
Rohr aus dem Inertialsystem, welches wir S nennen und das Rohr selbst befindet sich im Inertialsystem
S′ und hat dort die Länge L0. Man sieht schon die Parallelen zu unserem vorherigen Gedankenexpe-
riment zur Bestimmung der Eigenzeit. Nun wollen wir der Dauer, welche vergeht wenn man das Licht
aussendet und dann am Spiegel abprallt und wieder zurückkehrt einen Namen geben, wir nennen dieses
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Zeitintervall ∆t0.[2] [1]

∆t0 =
2L0

c
(l.0)

Welches uns aus dem vorherigen Experiment zur Eigenzeit bekannt sein sollte. Dieses Zeitintervall
ist ein Eigenzeitinterval, da wie bei dem Gedankenexperiment mit der Uhr am selben Ort, auch hier
die beiden Ereignisse, Absenden des Lichts und Empfangen des Lichts, im selben Inertialsystem S′

stattfinden. [1] Wir nehmen nun an, dass sich dieses Rohr in seinem Inertialsystem S′ nach Rechts mit
der Geschwindigkeit v bewegt. Aus Sicht unseres Beobachters im Inertialsystem S hat unser Rohr die
Länge L und das Zeitintervall, welches vergeht, wenn das Licht von der Quelle zum Spiegel ausbreitet,
entspricht ∆t1. Während dieses Zeitintervalls bewegt sich das Rohr eine Strecke v · ∆t1 nach der
herkömlichen Formel s = v · t. Es gilt nun nicht mehr L0 = L. Die Länge von der Quelle bis zu unserem
Spiegel ist nun

d = L+ v∆t1 (l.1)

[1] Da sich Licht mit der selben Geschwindigkeit in allen Inertialsystem bewegt, lässt sich folgende
Gleichung für d aufstellen

d = c∆t1 (l.2)

Wenn wir nun l.1 gleichsetzen mit l.2 erhalten wir

c∆t1 = L+ v∆t1

c =
L

∆t1
+ v

c− v =
L

∆t1
1

c− v
=

∆t1
L

∆t1 =
L

c− v
(l.3)

Das bedeutet nun logischerweise, dass das Licht in S weiter ausbreitet als die Länge L unseres Rohres.
Daraus können wir schliessen, wenn die Distanz hin länger ist, dann muss sie zurück kürzer sein. Daher
ergibt sich die folgende Gleichung für das Intervall Spiegel Quelle

∆t2 =
L

c+ v
(l.4)

Die gesamte Zeit, welche im Inertialsystem S des Beobachters vergeht entspricht ∆t = ∆t1 +∆t2 [1]

∆t =
L

c− v
+

L

c+ v

=
L(c+ v) + L(c− v)

(c− v)(c+ v)

=
L(2c)

(c− v)(c+ v)

=
2L · c
c2 − v2

=
2L · c/c
c− v2

c

=
2L

c(1− v2

c2 )
(l.5)

Wir wissen, dass ∆t und ∆t0 einen Zusammenhang haben aus der Gleichung t.1.4. Wenn wir nun t.1.4
nach ∆t0 umformen erhalten wir

∆t0 = ∆t

√
1− v2

c2
(l.6)
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Zusätzlich wissen wir noch, dass ∆t0 einer Eigenzeit in S′ entspricht und wir somit auf folgende
Gleichung für das Interval hin und zurück ∆t0 schliessen können

∆t

√
1− v2

c2
=

2L0

c
(l.7)

Nun setzen wir l.5 in l.7 ein
2L

c(1− v2

c2 )
·
√

1− v2

c2
=

2L0

c

let z = 1− v2

c2

l

z
·
√
z = L0

L ·
√
z = L0 · z

L2 · z = L0
2 · z2

L2 = L0
2 · z

2

z
L = L0 ·

√
z

L = L0 ·
√
1− v2

c2
=

L0

γ
(l.8)

[1] Nun haben wir bewiesen, dass L in S kürzer ist als L0 in S′. Daraus folgt nun unsere Definition
der Eigenlänge. Die Eigenlänge wird definiert als die Länge im unbewegten System, daraus folgt dass
t0 der Eigenlänge in S′ entspricht. Daraus folgt dass alle Längen, welche ausserhalb von S′ gemessen
werden kürzer sind als L0 um den Faktor γ−1. Diesen Effekt nennt man Längenkontraktion. [1]

Dies war nun die Herleitung der Gleichung für Längen, welche sich in paralleler Richtung zum
Beobachter bewegen. Für Objekte welche orthogonal stehen zur relativen Bewegung gilt, dass sie in
allen System erhalten bleiben, sie werden also nicht kontrahiert.

3.4 Mathematische Hintergründe

3.4.1 Minkowski-Raum

Hier ist nur eine kurze Erklärung der Grundlagen des Minkowski-Raumes. Es wird nicht all zu tief
darauf eingegangen, sondern nur das Wichtigste erklärt, welches später bei der Herleitung der Lorentz-
transformation wichtig ist. Minkowski-Raum ist ein Konzept, welches durch den Physiker Hermann
Minkowski erschaffen wurde für die Maxwell Gleichung zum Elektromagnetismus [9]. Minkowski-Raum
vereinigt den dreidimensionalen euklidischen Raum und Zeit in eine 4 dimensionale Mannigfaltigkeit.
In diesem Konzept werden nur die euklidischen Koordinaten und Zeitkoordinaten durch Zeitdilatati-
on und Längenkontraktion verändert. In diesem Konzept sind sich alle Inertialsysteme aufgrund von
Einsteins Postulaten der Lichtgeschwindigkeit und der Erhaltung der physikalischen Gesetze in allen
Inertialsystemen, einig über den Raumzeit Abstand von zwei Ereignissen unabhängig von deren Iner-
tialsystem. Minkowski geht von einem 4 dimensionalen Koordinatensystem mit den Koordinaten des
4er-Vektors, dazu in einem späteren Kapitel mehr, x⃗ = (x, y, z, ct). Angenommen, dass unsere Raum-
zeit flach ist, erhalten wir die folgende Gleichung unter der Annahme, dass wir uns in R4 befinden und
die folgende Metrik für flache Raumzeit gilt. [9]

ηµν =


−c2 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Dabei ist anzumerken, dass diese Metrik sich im Rahmen der speziellen Relativitätstheorie nicht ändert,
da wir von einer Flachen Raumzeit ausgehen. Die Metrik η ändert sich jedoch in der Generellen
Relativitätstheorie von Ort zu Ort, da wir dort von einer gekrümmten Raumzeit ausgehen.
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Es gilt die folgende Gleichung:

ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2

Diese Gleichung gilt aufgrund des Längenquadrates des kontravariante und des kovarianten Vektors.
Dieses Gesetz lässt sich aus dem Lichtausbreitungsgesetz lt.3 herleiten, da jenes eigentlich die Invarianz
der 4er-Vektoren aufgrund von lt.2 beweist.

Minkowski Diagramme Minkowski Diagramme entsprechen der grafischen Darstellung des zuvor
Beschriebenen und sind elementar in der Herleitung der Lorentztransformationen und der Darstel-
lung von verschiedenen Paradoxen-Verhaltensweisen, welche sich aus der speziellen Relativitätstheorie
ergeben. [10]

x

y

−2 −1 0 1 2

−2

−1

0

1

2

x′

ct′

Minkowski-Diagramm

Die wichtigste Annahme, welche in unseren Minkowski Diagrammen gelten muss, ist diejenige der
invarianten Lichtgeschwindigkeit über alle Inertialsysteme hinweg. Dies funktioniert nur, wenn die
Lichtgeschwindigkeit mit einem 45 Grad Winkel zu den beiden Achsen verläuft und so eine Symmetrie
bildet. Ausserdem muss das Licht linear verlaufen, da es konstant bleiben muss. Es lässt sich nun
folgende Symmetrie grafisch erkennen. Genau diese Symmetrie der Koordinaten-Achsen Verschiebung
wird mit den Lorentz-Transformationen beschrieben.
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ct
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Es lässt sich durch die Grafik somit erkennen, dass es sich bei Licht um einen Eigenvektor handeln
muss, denn wenn wir eine Linie bei 45 Grad zur x-Achse plotten scheint die Linie auch beschreibbar
durch das blaue Koordinatensystem zu sein. Licht ist nun also wie nach Einsteins Postulat invariant
in allen Inertialsystemen und der Minkowski Raum erfüllt somit Einsteins Postulate.
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4 Entwicklung des Codes zur Simulation bewegter Objekte

Da die Grundlagen der linearen Algebra sowie die Grundlagen der speziellen Relativitätstheorie nun
klar sind, können wir diese schön verpackt in einem Programm anwenden.

4.1 Lorentz-Transformationen

Um bewegte Objekte in Python zu simulieren, müssen wir erstmals die Lorentz-Transformation nu-
merisch in Python implementieren.

Listing 1: Lorentz-Transformation

import numpy as np

def LorentzTransformation(v,covector): #boostet den Vektor covector mit der Geschwindigkeit v

c = 1 #c := 100% der Lichtgeschwindigkeit

gamma = 1/np.sqrt(1−(v∗∗2/c∗∗2)) #Lorentz−Faktor

beta = v / c # beta

B = np.array([[gamma, −gamma∗beta, 0, 0], # LorentzTransformation
[−gamma∗beta,gamma,0,0],
[0,0,1,0],
[0,0,0,1]])

return np.matmul(B, covector)

Dabei nimmt der covector einen 4er-Vektor


ct
x
y
z

 auf und v entspricht der Geschwindigkeit ange-

nommen, dass die Lichtgeschwindigkeit c = 1 entspricht.
Die Funktion Lorentz-Transformation(v,covector) macht dabei genau dasselbe was wir von Hand

berechnen würden. Von Hand würden wir genau gleich wie in der Funktion den 4er-Vektor mit der
Matrix Form der Lorentz-Transformation boosten. Der Vorteil an numerischen Methoden ist jedoch,
dass wir sie nur einmal definieren müssen und dann nur noch andere Datenpunkte in sie einsetzen
können.

Den Boost B mit welchem wir unseren covector boosten ist jedoch nur indirekt abhängig von der
Geschwindigkeit und verwendet somit nicht die R3 Geschwindigkeit. Daraus lässt sich schliessen, dass
unsere Transformation B nicht ganz genau ist oder nur einer Näherung entspricht. Möchten wir nun
die zuvor erwähnten Ungenauigkeiten beheben erhalten wir folgendes Programm.

Listing 2: Lorentz-Transformation

import numpy as np

def LorentzBoost(vvector,covector):
# Boostet den Vektor covector unter der Bedingung des Geschwindigkeitsvektors vvector

v x = vvector[0]
v y = vvector[1]
v z = vvector[2]

v = np.sqrt(v x∗∗2 + v y∗∗2 + v z∗∗2)

c = 1 #c := 100% der Lichtgeschwindigkeit

gamma = 1/np.sqrt(1−(v∗∗2/c∗∗2))

B = np.array([[gamma, ((−gamma∗v x)/c), ((−gamma∗v y)/c), ((−gamma∗v z)/c)],
[((−gamma∗v x)/c), (1 + ((gamma−1)∗(((v x∗∗2))/v∗∗2))),

((gamma−1)∗((v x∗v y)/v∗∗2)), ((gamma−1)∗((v x∗v z)/v∗∗2))],
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[((−gamma∗v y)/c), ((gamma−1)∗((v y∗v x)/v∗∗2)),

(1 + ((gamma−1)∗(((v y∗∗2))/v∗∗2))) , ((gamma−1)∗((v y∗v z)/v∗∗2))],

[((−gamma∗v z)/c), ((gamma−1)∗((v z∗v x)/v∗∗2)), ((gamma−1)∗((v z∗v y)/v∗∗2)),
(1 + ((gamma−1)∗(((v z∗∗2))/v∗∗2)))]])

return np.matmul(B, covector)

Man sieht nun, dass wir die Geschwindigkeit auch als Array aufnehmen und nicht mehr als Kon-
stante. Da wir die Geschwindigkeit v als Konstante ebenfalls benötigen, müssen wir die Norm des
Geschwindigkeitsvektors vvector nehmen in dem wir

√
(vx)2 + (vy)2 + (vz)2 ziehen. Nun ist unser γ

auch abhängig von den R3 Koordinaten unserens Geschwindigkeitsvektors. Das Array B kann nun,
wie im Code gezeigt, angepasst werden. Das Resultat der Funktion bleibt gleich, da wir nur den Boost
verändert haben und die Grundstruktur erhalten bleibt.

4.2 Simulation des Gesehenen

Nun da wir den Code für die Lorentz-Transformationen etabliert haben, können wir beginnen den Code
zur Beobachtung eines Objekts zu programmieren. Denn nur unsere Lorentz-Transformationen selber
bringen uns noch nicht soviel, da wir nicht das Gesehene programmieren würden, sondern dass was
das Objekt tatsächlich macht. Dies kann jedoch von uns nicht wahrgenommen werden, da Licht eine
bestimmte Zeit braucht, um bei uns anzukommen. Ausserdem spielt der räumliche Abstand zwischen
zwei Inertialsystemen nun auch eine Rolle, da wir uns nicht mehr im gleichen Inertialsystem befinden.
Wir nehmen nun an, dass es ein Inertialsystem S′, in dem sich der Beobachter befindet, gibt und ein
Inertialsystem S, in dem das Ereignis stattfindet. Das Inertialsystem S bewegt sich dabei gradlinig-
gleichförmig mit der Geschwindigkeit v relativ zu unserem Beobachtersystem.

Mathematisch müssen wir nun folgendes tun, um das Tatsächliche in das Wahrgenommene umzu-
wandeln.

Man boostet den Vierervektor x =


x0

x1

x2

x3

 =


λ
x1

x2

x3

 ,wobei λ der Raumzeitkoordinate entspricht,

mit dem Lorentz-Boost B := lt.17 in das Inertialsystem S′.

x′ = Bx =


λ
x1

x2

x3




γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


γλ− βγx1

−βγλ+ γx1

x2

x3

 (csm.1)

x′ =


λ′

x1′

x2′

x3′



Man bestimmt nun einen Beobachter in S′ O =


O0

O1

O2

O3

 von welchem wir den Abstand der Raumkoor-

dinaten, ohne die Raumzeitkoordinate, zwischen O und x′\λ′ berechnen. Dies tun wir indem wir die
Norm dieses Abstandsvektors nehmen.

d = ||x⃗′ − O⃗|| =
√
(x1

′ −O1)2 + (x2
′ −O2)2 + (x3

′ −O3)2 (csm.2)

Nun benötigen wir für unsere Simulation jedoch wieder die Zeitkoordinate also stellen wir folgende
Gleichung für unser τ in unserem Beobachter O auf.

τ = λ′ +
d

c
= γλ− βγx1 +

d

c
(csm.3)
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Nun müssen wir jedoch nach λ′ umformen, da wir in unserer Gleichung nach dem Zeitpunkt im
Inertialsystem S suchen, weil wir im Beobachtersystem die Zeit variieren und nun eigentlich die Zeit
im System des Objekts, welches sich bewegt, haben möchten. Diesen neuen Vektor wollen wir mit dem
nun bekannten λ ins Beobachtersystem boosten, um die wahre Position in S′ zu erhalten.

Listing 3: Boost

import numpy as np
from scipy.optimize import fsolve

def functiontosolve(lam,tau,x,y,vvector):
#Diese Funktion muss 0 sein, damit das Teilchen den Beobachter zum Zeitpunkt tau trifft

x = np.array([lam[0],x[0],x[1],x[2]]) #position Teilchen
o = np.array([tau,y[0],y[1],y[2]]) #position Beobachter
xP = LorentzBoost(v vector,x) #position des Licht−Teilchens im Beobachtersystem

s = np.subtract(xP,o) #Vektor x’ und o

d = np.linalg.norm(s[1:]) #Abstand zwischen x’ und o

return(d+xP[0]−tau) #return die Funktion, welche 0 sein muss, sodass das Licht den Beobachter zum Zeitpunkt tau trifft

def LorentzBoost(vvector,covector): # Boostet den Vektor covector unter der Bedingung des Geschwindigkeitsvektors vvector

v x = vvector[0]
v y = vvector[1]
v z = vvector[2]

v = np.sqrt(v x∗∗2 + v y∗∗2 + v z∗∗2)

c = 1 #c := 100% der Lichtgeschwindigkeit

gamma = 1/np.sqrt(1−(v∗∗2/c∗∗2))

B = np.array([[gamma, ((−gamma∗v x)/c), ((−gamma∗v y)/c), ((−gamma∗v z)/c)],
[((−gamma∗v x)/c), (1 + ((gamma−1)∗(((v x∗∗2))/v∗∗2))),

((gamma−1)∗((v x∗v y)/v∗∗2)), ((gamma−1)∗((v x∗v z)/v∗∗2))],

[((−gamma∗v y)/c), ((gamma−1)∗((v y∗v x)/v∗∗2)),

(1 + ((gamma−1)∗(((v y∗∗2))/v∗∗2))) , ((gamma−1)∗((v y∗v z)/v∗∗2))],

[((−gamma∗v z)/c), ((gamma−1)∗((v z∗v x)/v∗∗2)), ((gamma−1)∗((v z∗v y)/v∗∗2)),
(1 + ((gamma−1)∗(((v z∗∗2))/v∗∗2)))]])

return np.matmul(B, covector)

def Transform(x,y,vvector,tau):
#x: Position des Objekts in seinem Inertialsystem, y: position des Beobachters
#v vector: Geschwindigkeit des Inertialsystems relativ zum Beobachter, tau: Zeit beim Beobachter

lam = fsolve(functiontosolve,x0=tau,args=(tau,x,y,vvector)) #berechnet die roots der Funktion functiontosolve

x = np.array([lam[0],x[0],x[1],x[2]]) #Licht−Teilchen zur Zeit lambda im bewegten System
xP = LorentzBoost(vvector,x) #boost zurueck ins Beobachtersystem

#print(f”lambda = {lam1}; x = {x}; xP = {xP}”)

return xP

functionsolve gibt eine Funktion heraus, welche nach 0 aufgelöst wird, um so die verschiedenen
möglichen Parameter zur Lösung der Gleichung λ′ + d

c − τ = 0 mit c = 1 zu bestimmen. Die Funktion
LorentzBoost csm.1 gibt das Produkt von Boost und x zurück. Die Transform nimmt die Position des
Objekts, die Position des Beobachters, den Geschwindigkeitsvektor und den Zeitpunkt τ auf. Dabei
ist τ spezifisch als eigener Parameter gewählt worden, um später bei den Simulationen verschiedene
Werte für τ als Input geben zu können. lam berechnet die möglichen Lösungs-Werte der Funktion
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functionsolve. x verwendet man zur Berechnung von x′ im Beobachtersystem mit nun berechnetem
Wert für λ.

Zur Überprüfung der Richtigkeit unseres Programms wollen wir nun einen Beobachter und einen
Punkt, welcher sich mit einer bestimmten Geschwindigkeit relativ zum Beobachter bewegt, bestimmen
und in unser Programm füttern, sowie von Hand berechnen. Bspw.

• Beobachter o :=

 0
10
0



• Punkt x :=

1
1
1



• v :=

0.95
0
0


Mit der definierten Funktion zum Zeitpunkt τ = 1 Transform(Punkt,Beobachter,Geschwindigkeit, Zeit)
Zuerst führen wir die Berechnung mit unserem Programm 3 durch, da wir es ja auf seine Rich-

tigkeit prüfen wollen.

Listing 4: Überprüfung

import numpy as np
from scipy.optimize import fsolve

def Transform(x,y,v vector,tau):
#x: Position des Objekts in seinem Inertialsystem, y: position des Beobachters
#v vector: Geschwindigkeit des Inertialsystems relativ zum Beobachter, tau: Zeit beim Beobachter

lam = fsolve(functiontosolve,x0=tau,args=(tau,x,y,v vector)) #berechnet die roots der Funktion functiontosolve

x = np.array([lam[0],x[0],x[1],x[2]]) #Licht−Teilchen zur Zeit lambda im bewegten System
xP = LorentzBoost(v vector,x) #boost zurueck ins Beobachtersystem

#print(f”lambda = {lam1}; x = {x}; xP = {xP}”)

return xP

x = np.array([1,1,1]) # Punkt
o = np.array([0,10,0]) # Beobachter
v = np.array([0.95,0,0]) # Geschwindigkeit
tau = 1

xP = Transform(x,o,v,tau)

print(xP)

Wir erhalten [−22.51497808; 21.70147907; 1.00000000; 1.00000000]. Nun wollen wir dasselbe von Hand
durchführen: Zuerst berechnen wir die norm des Geschwindigkeitsvektors

||v|| =
√
0.952 = 0.95

Dann berechnen wir den Lorentzfaktor

γ =
1√

1− 0.952
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Nun bestimmen wir x′ mit den gegebenen Daten für γ und v

x′ =


γ −γvx/c −γvy/c −γvz/c

−γvx/c 1 + (γ − 1)vx
2

v2 (γ − 1)
vxvy
v2 (γ − 1)vxvzv2

−γvy/c (γ − 1)
vyvx
v2 1 + (γ − 1)

vy
2

v2 (γ − 1)
vyvz
v2

−γvz/c (γ − 1)vzvxv2 (γ − 1)
vzvy
v2 1 + (γ − 1)vz

2

v2

 ·


λ
1
1
1



=


1√

1−0.952
− 0.95√

1−0.952
0 0

− 0.95√
1−0.952

1√
1−0.952

0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 ·


λ
1
1
1



=


λ√

1−0.952
− 0.95√

1−0.952

− 0.95·λ√
1−0.952

+ 1√
1−0.952

1
1


Nach der Berechnung von x′ können wir die Euklidische-Norm von x⃗′ − o⃗ bestimmen. Das bedeutet
die Norm ohne die Raumzeitkoordinate.

−→
ox′ =

− 0.95·λ√
1−0.952

+ 1√
1−0.952

1
1

−

 0
10
0

 =

− 0.95·λ√
1−0.952

+ 1√
1−0.952

−9
1


d = ||

−→
ox′|| =

√
(− 0.95 · λ√

1− 0.952
+

1√
1− 0.952

)2 + (−9)2 + 12 =

√
(− 0.95 · λ√

1− 0.952
+

1√
1− 0.952

)2 + 82

Wir können nun unsere Ergebnisse in csm.2 mit τ = 1 einsetzen und erhalten

τ = x0
′ +

d

c

1 =
λ√

1− 0.952
− 0.95√

1− 0.952
+

√
(− 0.95 · λ√

1− 0.952
+

1√
1− 0.952

)2 + 82

Lösen wir nun nach λ auf, erhalten wir λ = −6.0802996510862957034. Wenn wir dieses λ nun in
unseren Punkt x einsetzen und den wiederum mit dem Lorentz-Boost bosten erhalten wir

−22.514978076499
21.701479072594

1
1


Wir erhalten also den selben Vektor. Dies beweist somit, dass unser Programm richtig ist.

Nun haben wir ein funktionierendes Programm, dass einen Punkt zu einem bestimmten Zeitpunkt
τ transformieren kann und in das Beobachtersystem boosten kann. Jetzt wollen wir ein Programm
schreiben, welches den Punkt für mehrere Zeitpunkte boosten kann, damit wir das Vorbeifliegen des
Objekts bei relativistischen Geschwindigkeiten beobachten können. Dazu brauchen wir nun ein Pro-
gramm, welches Graphen animieren kann und es erlaubt einen entsprechenden Wert für das τ für jedes
Frame des animierten aufzunehmen und nach dem den Punkt zu boosten. Der bereits ertablierte Code
bleibt bestehen. Der folgende Code zeigt nur die Funktion, welche notwendig ist um das Ganze für
mehrere τ zu animieren.

Listing 5: Animation

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from matplotlib.animation import FuncAnimation

x = np.array([0,0,0])
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o = np.array([0,10,0])
v = np.array([0.95,0,0])

fig, ax = plt.subplots()

line, = ax.plot([],[],’o’)

def animate(ntau):
x1 data = Transform(x,o,v,ntau)[1]
y1 data = Transform(x,o,v,ntau)[3]

line.set data([x1 data],[y1 data])

anim = FuncAnimation(fig, animate, frames = 100, interval = 100)
plt.grid()
plt.show()

Wie man sieht ist nun bei Transform anstatt von einer spezifischen Zeit einfach ein Parameter ntau,
welcher sich bei FuncAnimation für 100 Frames ändert. Eine wichtige Anmerkung ist, dass wir jeweils
nur die x- und die z-Koordinate plotten und nicht die Zeitkoordinate. Dies liegt daran, dass wir schlecht
4D Grafiken darstellen können und im 3D sieht man später bei der Einbeziehung der Perspektive die
Veränderung nur schlecht. Eine andere wichtige Bemerkung ist, dass wir aufgrund der Annahme, dass
c = 1 unsere Daten in Lichtsekunden darstellen. Also ein Abstand von 1 bedeutet soviel wie 3 · 108m.
Da animieren in LaTeX selbst nur schlecht funktioniert folgt ein Plot, wie es ungefähr aussieht, wenn
wir einen Punkt mit den Koordinaten (0, 0, 0) mit der Geschwindigkeit (0.95, 0, 0) boosten und von
(0, 10, 0) aus beobachten.

Abbildung 7: Punkt animation
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Man sieht hier die Längenkontraktion bereits sehr schön. Nun möchten wir noch den sogenannten
Relativistischen Doppler-Effekt und die korrekte Perspektive implementieren

4.3 Relativistischer Doppler-Effekt

Der relativistische Doppler-Effekt beschreibt das Phänomen der Farbänderung bei relativistischen Ge-
schwindigkeiten relativ zum Beobachter. Es findet somit eine Veränderung der Frequenz und somit der
Wellenlänge statt. Im Unterschied zum klassischen Doppler-Effekt muss man hier noch die Folgen der
speziellen Relativitätstheorie miteinbeziehen, wie bspw. die Zeitdilatation. [18]
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Abbildung 8: Relativistischer Doppler-Effekt

Dies Abbildung zeigt den Beobachter beim Koordinaten Ursprung und das Ereignis als Sonne,
welches sich mit dem Vektor v⃗ in einem Winkel θr zur x-Achse fortbewegt.

Mit einigen Überlegungen fand man, dass folgende Gleichung für die Bewegung in eine beliebige
Richtung für die empfangene Frequenz fr richtig ist.

fr =
fs

γ(1 + β cos θr)
(rd.1)

Wenn wir nun versuchen diese Gleichung für einen beliebigen Beobachter und ein beliebiges Ereignis
zu lösen, wird ersichtlich, dass wir den Winkel θr brauchen. Dazu müssen wir erstmals den Vektor
zwischen Beobachter und Ereignis bestimmen.

−→xo =

x1 −O1

x2 −O2

x3 −O3

 (rd.2)

Wenn wir nun −→xo haben können wir einfach den Winkel zwischen −→xo und v bestimmen und so auf
unseren Winkel θr schliessen.

θr = arccos
−→xo · v⃗

||−→xo||||v⃗||
(rd.3)

[18]
Wir müssen jetzt nur noch unsere Wellenlänge, welche ausgesendet wird λs in die ausgesendete

Frequenz fs umwandeln.
Da f = c

λ gilt, müssen wir nur noch λs für λ einsetzen und erhalten unsere ausgesendete Frequenz
fs.

Somit lässt sich die Gleichung rd.1 nach den, jetzt nur allgemein, gegebenen Parametern folgender-
massen umformen.

fr =
c
λs

γ(1 + ||v⃗||·c
c

((x1−O1)vx)+((x2−O2)vy)+((x3−O3)vz)√
(x1−O1)2+(x2−O2)2+(x3−O3)2

√
v2

x+v2
y+v2

z

(rd.4)

Dieser Prozess ist ersichtlich im folgenden Programm:

Listing 6: Frequenz

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def vlength(x): # x := vektor mit [x1,x2,x3,..,xn]

vint = 0

for n in range(0,len(x)):
vint += x[n]∗∗2

vlen = np.sqrt(vint)

return vlen

def vectorbetweenXO(x,o): # x := [x1,x2,x3,x4] objekt Vektor; o := [o1,o2,o3,o4] Beobachter Vektor
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xo = np.subtract(x,o)

return xo

def thetaCalc(xo,v): # xo := [xo1,xo2,xo3,xo4] Vektor zwischen x und o; v := geschwindigkeit des senders
theta = np.arccos((np.dot(xo,v))/(vlength(xo)∗vlength(v)))

return theta

def frequency received(theta r,f s,v s):# empfangene Frequenz
c = 3∗10∗∗8 # ungefaehr Lichtgeschwindigkeit
beta = v s / c #beta notation
gamma = 1 / np.sqrt((1 − beta∗∗2))

f r = f s / (gamma∗(1 + beta∗np.cos(theta r)))

return f r

Im Programm wurde die Funktion vectorbetweenXO(x, o) für die Gleichung rd.2 verwendet. thetaCalc(xo, v)
ist eine Funktion welche die Gleichung rd.3 numerisch lösen kann. Die letzte Funktion function received(thetar, fs, vs)
ist nichts anderes als die numerische Lösung der Gleichung rd.4.

Da unsere Resultate der Funktionen Frequenzen sind, müssen wir eine Funktion schreiben, welche
diese interpretieren kann und dann wieder in ihre entsprechende Wellenlängen umwandeln kann. Darauf
folgt eine Funktion, welche die Wellenängen in RGB-Values umwandeln kann.

Listing 7: Farbe

def waveToRGB(wave):
gamma = 0.8
intensity max = 1

if wave < 380:
red, green, blue = 1,1,1

elif wave < 440:
red = −(wave − 440) / (440 − 380)
green, blue = 0, 1

elif wave < 490:
red = 0
green = (wave − 440) / (490 − 440)
blue = 1

elif wave < 510:
red, green = 0, 1
blue = −(wave − 510) / (510 − 490)

elif wave < 580:
red = (wave − 510) / (580 − 510)
green, blue = 1, 0

elif wave < 645:
red = 1
green = − (wave − 645) / (645 − 580)
blue = 0

elif wave <= 780:
red, green, blue = 1, 0 ,0

else:
red, green, blue = 1,1,1

if wave < 380:
factor = 0

elif wave < 420:
factor = 0.3 + 0.7 ∗ (wave − 380) / (420 − 380)

elif wave < 700:
factor = 1

elif wave <= 780:
factor = 0.3 + 0.7 ∗ (780 − wave) / (780 − 700)

else:
factor = 0

def f(c):
if c == 1:

return 1
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else:
return intensity max ∗ pow(c ∗ factor, gamma)

return f(red), f(green), f(blue)

def colorTransform(col,xo,v s):
# Transformiert Wellenlaenge in ihre relative Frequenz, welche dann in die relativ empfangene Frequenz umgewandelt wird => das entsprechende RGB−Value wird aus der Wellenlaenge der empfangenen Frequenz bestimmt und die Wellenlaenge muss in nm angegeben werden

f s = frequency(col)
f r=frequency received(thetaCalc(xo,relativespeed),f s,v s)

newcol = waveToRGB(wavelength(f r)∗10∗∗9)

return newcol

Die Funktion colorTransform(col, xo, vs) nimmt die Farbe in λ[nm], den Vektor zwischen Beobachter
und Ereignis −→xo und die Geschwindigkeit vs des Senders auf und transformiert diese in die empfangene
Wellenlänge, welche dann aufgrund von der Funktion waveToRGB(λ) die Wellenlänge λ in ihre RGB-
Values umwandelt.

Eine wichtige Anmerkung ist, dass sich unser Objekt in −v bewegt uns wir somit −v in unsere
Gleichung einsetzen müssen, da wir uns sonst dem Infrarot-Bereich nähern.

Nun da wir die Farbänderung implementiert haben können wir die korrekte Perspektive noch
implementieren. Dazu brauchen wir die Geradengleichung zwischen o und x und die Ebene bei y = 5.
Wir müssen nun den Schnittpunkt zwischen Gerade und Ebene bestimmen.

g :

x1

x2

x3

+ µ ·

O1 − x1

O2 − x2

O3 − x3

 (p.1)

Dies ist eine allgemeine Geradengleichung für die Gerade zwischen o und x.

Nun bestimmen wir die Ebene E mit dem Normalenvektor n⃗ =

 0
−1
0

.

E : ax+ by + cz + d = 0

E : −y + d = 0

E : −y + 5 = 0 (p.2)

y

x

z

E
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Nun bestimmen wir den Schnittpunkt S in welchem die Gerade p.1 die Ebene p.2 schneidet.

−(x2 + µ(O2 − x2)) + 5 = 0

µ =
5− x2

(O2 − x2)
(p.3)

Jetzt setzen wir den erhaltenen Wert für µ in unsere Geradengleichung p.1 ein.

S =

x1 +
(5−x2)
O2−x2

· (O1 − x1)

5

x3 +
(5−x2)
O2−x2

· (O3 − x3)

 (p.4)

Nun können wir unseren Vektor S p.4 in unser Programm implementieren. Wir schreiben nun eine
Funktion, welche den Abstand zwischen unseren geboosteten Punkte und unserem Beobachter als
Input nimmt und diese dann in S einsetzt und uns die korrekte Perspektive wiedergibt.

Listing 8: Perspektive

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from matplotlib.animation import FuncAnimation

def realPerspectiveMI(x,o):

s1 = x[0] + ((5−x[1])/(o[1]−x[1]))∗(o[0]−x[0])
s2 = 5
s3 = x[2] + ((5−x[1])/(o[1]−x[1]))∗(o[2]−x[2])

s = np.array([s1,s2,s3])

return s

Es folgt eine Darstellung zum Unterschied, welchen die Perspektive auf unsere Simulation macht. Man

−20 −10 0 10 20

−1

0

1

Abbildung 9: Mit Perspektive

sieht in dieser Abbildung deutlich was für einen Unterschied unsere Funktion der Perspektive macht.
Die Punkte scheinen einen viel kürzeren Abstand zueinander zu haben und allgemein lässt sich sa-
gen, dass alles um einen Faktor herunter skaliert wurde. Dies macht auch Sinn, da wir jeweils die
Schnittpunkte auf einer Ebene bei einer bestimmten Koordinate nehmen und wir somit die wahre
Perspektive erkennen. Zusätzlich ist die Längenkontraktion deutlich zu erkennen. Der Abstand zwi-
schen zwei Punkten wird immer geringer und es folgen immer mehr Punkte auf einander, welches die
Zeitdilatation zeigt.
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5 Anwendung des entwickelten Codes

Jetzt da wir die gesamte Theorie und den Code etabliert haben, können wir zur Anwendung des Gelern-
ten kommen. Es folgen einige Darstellung von verschiedenen Objekten mit verschiedenen Geschwin-
digkeiten. Dabei werden die verschiedenen Phänomene aufgrund des theoretischen Wissens erklärt.

5.1 Bewegung in x-Richtung Würfel

In diesem Abschnitt werden wir einen Würfel mit verschieden hohen Geschwindigkeiten relativ zu
unserem Beobachter simulieren und den Einfluss der Geschwindigkeit auf das Gesehene beobach-
ten. Zuerst wollen wir den Effekt der Geschwindigkeit auf die Länge und unsere Sicht des Objekts
fokussieren. Zunächst müssen wir jedoch unsere benötigten Angaben aufstellen. Wir nehmen an,

dass sich unser Beobachter beim Ortsvektor

 0
10
0

 und dass unser Würfel durch die Koordinaten0
0
0

 ,

0
0
1

 ,

0
1
1

 ,

0
1
0

 ,

−1
0
0

 ,

−1
0
1

 ,

−1
1
1

 ,

−1
1
0

 definiert ist. Aufgrund von unserer Raum-

zeitkomponente, welche wir später noch einbeziehen, handelt es sich bei den Einheiten unserer Vektoren
um Lichtsekunden Ls. Das bedeutet eine Seite unseres Würfels ist 3 · 108m lang. Wir nehmen dabei

an, dass sich unser Objekt zunächst mit der Geschwindigkeit v =

0.2
0
0

 fortbewegt.

Abbildung 10: Sim ohne Farbe v = 0.2 · c
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Diese Animation stellt die ersten 100 Frames der Animation dar. Es ist dabei anzumerken, dass
selbstverständlich nicht tausende .pngs erstellt werden können nur für eine Animation. Diese Animation

zeigt einen Ausschnitt des sich bewegenden Quaders in x-Richtung. Dabei ist anzumerken, dass wir

aus der y-Richtung, nämlich vom Punkt

 0
10
0

, den Quader beobachten. Somit ist unsere y-Achse

eigentlich die z-Achse. Die vorderen Punkte, in blau gefärbt, zeigen die Vorderseite des Quaders und
die Roten die Rückseite des Quaders. Es lässt sich erkennen, dass die roten Punkte, obwohl sie den
selben Abstand zueinander haben wie die blauen, einen geringeren Abstand zu haben scheinen. Dies
beschreibt genau den Effekt der Längenkontraktion.

Im Verlauf der Animation sieht man, dass sich der Abstand zwischen Punkten immer weiter ver-
schiebt und dass sich unser Würfel, wenn man Linien zwischen den Punkten ziehen würde, zu rotieren
scheint. Nebst dem Effekt der Längenkontraktion ist die sogenannte Terrell Rotation erkennbar.

Die Terrell Rotation beschreibt die scheinbare Drehung und Krümmung eines Objekts bei relativi-
stischen Geschwindigkeiten.

Wir sehen die rechte Seite unseres Würfels logischerweise, da wir einen ruhenden Beobachter haben
und jener ein bestimmtes Sichtfeld hat und man somit die rechte oder linke Seite (abhängig von v)
eines sich bewegenden Objekts im Verlauf der Zeit sieht. Das gleiche passiert, wenn wir an einer Ampel
stehen und ein Auto sich von uns wegbewegt.

Das interessante ist nun, dass sich Beobachtungen von Objekten bei relativisitischen Geschwindig-
keiten nicht exakt nach den Lorentzkontraktionen verhalten aufgrund des zuvor beschriebenen Terrell
Effekts. Aufgrund der Lorentzkontraktion würde man eine Kontraktion, jedoch keine Drehung er-
warten. Man könnte nun mutmassen, dass die Drehung aufgrund vom Zerlegungssatz, also dass jede
Lorentz-Transformation aus einer Drehung gefolgt von einem Boost gefolgt von einer zweiten Drehung
besteht, erklärbar ist. Die wahrgenommene Drehung und Krümmung von Objekten wird also nicht
durch die Lorentzkontraktion erklärt. Die gesamte Länge eines Objekts mag sich zwar verändern aber
wir nehmen dies entweder als Drehung, Streckung, Kontrahierung oder Krümmung war. Dies kann man
nicht direkt aus den Lorentz-Transformationen schlussfolgern, wenn man sich nicht an Simulationen
wendet. [19] R.Penrose: the light from the trailing part reaches the observer from behind the sphere,

which it can do since the sphere is continuously moving out of its way”[19] Dieses Zitat von R.Penrose,
vielleicht bekannt vom Penrose-Diagramm, sagt soviel wie: Das Licht eines hinteren Teilchens erreicht
den Beobachter hinter der Kugel, dies ist möglich, da sich die Kugel ständig vom Beobachter wegbe-
wegt. Dies erklärt somit die vermeintliche Rotation unseres Würfels und die Tatsache, dass sich zu
einem Zeitpunkt in der Animation die roten Teilchen vor den blauen Teilchen befinden. Dies bedeutet,
dass wir das Licht der hinteren Teilchen empfangen, weil sich der Würfel ja von uns wegbewegt.

Um den Terrell Effekt noch deutlicher zu zeigen werden wir nun den Geschwindigkeits-Vektor

v⃗ =

0.95
0
0

 verwenden. Dies bedeutet, dass sich unser Objekt nun mit 95% Lichtgeschwindigkeit

bewegt.
Wir sehen hier nun, deutlich wie sich unser Objekt zu rotieren scheint. Der Abstand zwischen den

blauen Punkten und der Abstand zwischen den roten Punkten wird deutlich verringert. Wir sehen
dass der Abstand zwischen den Roten und den Blauen sich in die Länge zieht, dies zeigt eine Rotation.
Wir sehen zudem eine Überlagerung der blauen und roten Punkte, dies zeigt eine Rotation um die y-
bzw. z-Achse. Auch hier ist wieder die Krümmung zu erkennen. Jene sieht man an der Tatsache, dass
die roten Punkte zueinander einen geringeren Abstand haben, als die Blauen.
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Abbildung 11: Sim ohne Farbe v = 0.95 · c

Abbildung 12: Terrell Rotation [19]

Diese Darstellung stellt genau den simulierten Würfel aus der Abbildung 11 dar. Nur bewegt er sich
nach rechts anstatt links. Wir sehen die erwähnte berechnete Kontraktion und das wahrgenommene
Aussehen des Würfels.
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Nun wollen wir mit den selben Punkten und den selben Geschwindigkeiten eine Simulation des
Würfels machen, nun aber unter der Verwendung des relativistischen Doppler-Effekts.

Abbildung 13: Sim mit Farbe v = 0.2 · c

Die Darstellung der Simulation entspricht 10. Der Code zur Darstellung wurde jedoch zur Abbildung
des relativistischen Doppler-Effekts angepasst. Es folgt nochmals eine Erklärung des Gesehenen nun
aber mit Bezug auf den relativistischen Doppler-Effekt.

Man kann in dieser Animation nun schön erkennen wie sich die Farbe unseres Quaders im Verlauf
der Zeit aufgrund der zurückgelegten Distanz und Geschwindigkeit ändert. Man sieht, dass die Farbe
Violett λ = 400nm sich langsam in Richtung Blau verändert. Wenn wir nun deutlich hinschauen,
können wir erkennen dass sich die vorderen Punkte des Quaders zuerst verfärben und zum Schluss der
Animation auch einen helleren Blau-Ton haben als die hinteren. Diese farbliche Veränderung liegt, dem
wie schon erwähnten, relativistischen Doppler-Effekt rd.1 zu Grunde. Man sieht dass bereits geringe
Geschwindigkeiten (v = 0.2 · c), im Verhältnis zu relativistischen Geschwindigkeiten, einen deutlichen
Einfluss auf die Wahrnehmung von Farben haben.

Man stelle sich vor, dass sich ein Raumschiff mit 20%c = 60′000′000m/s bewegen würde. Dies sind
bereits so hohe Geschwindigkeiten, dass wir uns unter ihnen gar nichts vorstellen können, da wir kein
Fahrzeug mit vergleichbarer Geschwindigkeit auf der Erde haben.

In der Simulation kommt es uns im Verhältnis zu relativistischen Geschwindigkeiten und aufgrund
der Tatsache, dass wir in unserem Programm angenommen haben, dass c = 1 entspricht, so vor als ob
sich das Objekt langsam bewegen würde. Eine andere Folge aus der Annahme, dass c = 1 entspricht,
ist dass die Distanzen zwischen den vier Punkten des Quaders Ls entsprechen. Somit haben die Punkte
einen Abstand von ≈ 3 · 108m. Dies entspricht ungefähr 3

4derde−mond. Das bedeutet der Würfel, der
vorbeifliegt riesig ist.

In unserer Simulation sind die wahrgenommenen Zeiten im Inertialsystem der Punkte nicht dar-
gestellt und wir können somit den Zeitenunterschied vom Beobachtersystem und Ereignissystem nicht
messen und die Zeitdilatation nicht beobachten. Wir können auch hier wiederum das Phänomen der
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Längenkontraktion beobachten.
Wir können erkennen, dass sich die vorderen vier Punkte vor die hinteren schieben und die Längen

kontrahieren. Dies ist jedoch nicht nur durch die Längenkontraktion erklärbar. Einfach gesagt braucht
das Licht der vorderen Punkte, welche sich zum Zeitpunkt 0 vor den hinteren Punkten befinden,
weniger lange um bei uns anzukommen und wir nehmen diese nun vor den hinteren Punkten war.
Da sich das Objekt aber weiter in die linke Richtung bewegt, können wir nun den hinteren Teil des
Quaders sehen. Somit lässt sich auch begründen, wieso sich die vorderen Punkte schneller bewegen
und vor den hinteren Punkten die Farbe wechseln.

Nebst der Längenkontraktion ist auch hier wieder der Terrell Effekt zu erkennen.
Nun wollen wir den relativistischen Doppler-Effekt für unser Objekt numerisch berechnen. Wir

werden allerdings die Rechnung nur für einen Punkt durchführen. Dazu verwenden wir die Gleichungen
rd.1 rd.2 rd.3.

Unsere gegebenen Daten entsprechen:

• Ortsvektoren der Punkte

• Ortsvektor des Beobachters

• Geschwindigkeitsvektor

• Wellenlänge λ = 400nm

Wir nehmen einfacherheitshalber den Punkt x⃗ =

0
0
0

.

Zuerst müssen wir den Punkt in das Inertialsystem des Beobachters transformieren. Wir nehmen
dazu an, dass τ = 0 ist. τ = O0 also die Raumzeitkomponente des Beobachters.

Wir bestimmen die euklidischen Norm des Geschwindigkeitsvektors v⃗.

||v⃗|| =
√

0.22 + 02 + 02

= 0.2

Nun bestimmen wir den Lorentzfaktor γ und das β bestimmen. Dabei dürfen wir nicht vergessen,
dass ||v⃗|| = 0.2 eigentlich 0.2 · 3 · 108m/s bedeutet.

γ =
1√

1− 0.22

β =
0.2 · c

c
= 0.2

Wir boosten nun den 4er-Vektor x =


λ
0
0
0

 mit unbekannter Raumzeitkoordinate csm.1.

x′ = B(x) =


γ −γvx/c −γvy/c −γvz/c

−γvx/c 1 + (γ − 1) vx
2

v2 (γ − 1)
vxvy
v2 (γ − 1)vxvzv2

−γvy/c (γ − 1)
vyvx
v2 1 + (γ − 1)

vy
2

v2 (γ − 1)
vyvz
v2

−γvz/c (γ − 1)vzvxv2 (γ − 1)
vzvy
v2 1 + (γ − 1)vz

2

v2

 ·


λ
0
0
0



=


γ −0.2γ 0 0

−0.2γ 1 + (γ − 1) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1



λ
0
0
0



=


γλ

−0.2γλ
0
0
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Um unsere Gleichung csm.3 für τ aufzulösen brauchen wir die euklidische Norm des Abstandsvek-
tors zwischen den Vektoren ohne Raumzeitkomponente.

d = ||
−→
ox′|| =

√
0.04γ2λ2 + 100

In csm.3 eingesetzt ergibt sich folgende Gleichung für τ .

τ = x′
0 +

d

c
= x′

0 +
√
0.04γ2λ2 + 100

Wir können nun unsere x′
0 Komponente in csm.3 einsetzen und wir erhalten.

τ = γλ+
√
0.04γ2λ2 + 100

0 = γλ+
√
0.04γ2λ2 + 100

γ2λ2 = 0.04γ2λ2 + 100

λ2 = 100

λ = 10

Daraus ergibt sich folgendes für x′:

x′ =


10.20620
−2.04124

0
0


Wir bestimmen nun des Abstandsvektor und die euklidische Norm dieses Vektors von x’ ohne

die Raumzeitkoordinate und O ohne die Raumzeitkoordinate. Wir erhalten folgenden Abstandsvektor
zwischen x′ und O.

−−→
x′O =

−2.04124
−10
0


||
−−→
x′O|| = 10.20620

Nun bestimmen wir den Winkel θr. Dazu nehmen wir jedoch an, dass sich unser Objekt mit
−||v⃗|| bewegt. Da wir uns auch in jene Richtung bewegen. Somit erhalten wir kein Werte für λ im
Infrarotbereich.

θr = arccos(
−v⃗ ·

−−→
x′O

|| − v⃗||||
−−→
x′O||

) = 1.369438551

Wir können nun die empfangene Frequenz fr mit unseren berechneten Parametern bestimmen. Wir
müssen jedoch zuerst noch fs bestimmen.

fs =
3 · 108m/s

400 · 10−7m

fr =
fs

γ(1 + β cos θr)

= 7.06583599 · 1014Hz

Nun verbleibt uns nur noch die Berechnung der empfangenen Wellenlänge λr.

λr =
3 · 108m/s

fr
= 425nm

Um dies für die gesamte Simulation durchzuführen, müsste man dies für jeden Punkt für alle Werte
von τ = 1, ..., 100 wiederholen.
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Zur Veranschaulichung führen wir die Simulation noch für 95% Lichtgeschwindigkeit v⃗ =

0.95
0
0


durch. Dazu verwenden wir dieselbe Simulation 11 jedoch mit dem relativistischen Doppler-Effekt. Wir
verwenden zur Abwechslung nun eine andere Farbe, namentlich Blau λ = 425nm.

Abbildung 14: Sim mit Farbe v = 0.95 · c

Man sieht einen Quader, welcher mit 95% Lichtgeschwindigkeit an uns vorbeifliegt. Wir sehen ihn
immer noch aus der Perspektive von der y-Achse. Unser Quader scheint etwas langsam zu sein für seine
Geschwindigkeit. Dies ist mit Absicht, da wir den Farbverlauf bei relativistischen Geschwindigkeiten
zeigen möchten. Wir sehen, dass unser Quader zuerst unsichtbar ist und sich dann von Blau bis Rot
verfärbt und dann wieder unsichtbar wird. Man sieht also schön, dass die Frequenz des Lichts höher
wird, wenn wir uns mit einer höheren Geschwindigkeit bewegen.

Auch hier erkennt man die Längenkontraktion wieder, jedoch ist sie nicht lange zu erkennen, da
unser Quader wieder unsichtbar wird. Man sieht den relativistischen Doppler-Effekt hier sehr gut. Die
Farbveränderung verläuft nach dem Schema welches sich auf [18] befindet.
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5.2 Bewegung in x-Richtung Sphäre

In diesem Abschnitt wollen wir beobachten, wie sich eine Sphäre bei relativistischen Geschwindigkeiten
verhält. Da eine Sphäre aus vielen Punkten besteht, ist es zu mühsam alle von Hand zu definieren. Um
es uns leichter zu machen, schreiben wir ein Programm, welches uns die Sphären-Koordinaten erträgt
und wir so dann mit ihnen rechnen können.

Listing 9: Sphäre

import math

def get sphere coordinates(radius, center x, center y, center z):

x coordinates = []
y coordinates = []
z coordinates = []

num = 10
# Berechnung der Koordinaten fuer eine Sphaere durch Iteration ueber
# einen Bereich von Winkeln von 0 bis 2 pi im Bogenmass fuer theta und phi
for theta in np.arange(0, math.pi, 0.7):

for phi in np.arange(0, 2 ∗ math.pi, 0.6):
# Berechnung der x,y und z Koordinaten
# x = center x + radius ∗ sin(phi) ∗ cos(theta)
# y = center y + radius ∗ sin(phi) ∗ sin(theta)
# z = center z + radius ∗ cos(phi)

x = center x + radius ∗ math.sin(phi) ∗ math.cos(theta)
y = center y + radius ∗ math.sin(phi) ∗ math.sin(theta)
z = center z + radius ∗ math.cos(phi)

x coordinates.append(x)
y coordinates.append(y)
z coordinates.append(z)

return x coordinates,y coordinates,z coordinates

sphere coordinates = get sphere coordinates(1, 1, 3, 4)
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Abbildung 15: Sim Sphäre v = 0.2 · c

Diese Abbildung zeigt eine Kugel welche sich mit 20% der Lichtgeschwindigkeit nach links fort-
bewegt. Wir sehen hier auch wieder die Terrell Rotation. Nämlich sehen wir wie sich die Kugel zu
drehen scheint und nicht nur aufgrund der Perspektive. Das Licht des hinteren Teilchens trifft unse-
ren Beobachter hinter der Sphäre. Dies funktioniert, da sich unsere Sphäre bewegt. Diese Tatsache,
führt dazu, dass wir eine Drehung und eine scheinbare Verzerrung sehen. Die Länge wird also visuell
nicht, wie erwartet, kontrahiert sondern gestreckt und gekrümmt. Wie schon bei der Beschreibung der
Quader-Simulation erwähnt, ist die spezielle Relativitätstheorie trotz der scheinbar falschen visuel-
len Darstellung richtig. Tatsächlich beobachten wir eine Kontraktion, wenn wir die Sphäre ausmessen
würden.
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Nun wollen wir zur Veranschaulichung der Terrell Rotation und Längenkontraktion bei Sphären,
dasselbe Prozedere noch bei v = 0.95 · c wiederholen.

Abbildung 16: Sim Sphäre v = 0.95 · c

Die Terrell Rotation wird hier im Vergleich zur Simulation 15 besser dargestellt. Dies macht auch
Sinn denn der Effekt der Längenkontraktion ist bei hohen Geschwindigkeiten und weiter Entfernung
drastischer als bei geringeren Geschwindigkeiten. Wir können hier nun im Vergleich zur letzten Si-
mulation erkennen, dass sich unsere Sphäre krümmt und auseinander dehnt, da wir uns mit hohen
Geschwindigkeiten bewegen.
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Es folgt wiederum eine Animation zur Terrell Rotation von sphärischen Körpern.

Abbildung 17: Terrell Rotation Sphäre

Diese Animation verdeutlicht die Streckung unserer animierten Sphäre. Man sieht, dass sie sich bei
geringen Geschwindigkeiten, die Sphäre leicht dreht und je höher die Geschwindigkeit ist, desto stärker
dreht und krümmt sich die Sphäre. Wie schon erwähnt ist die gemessene Länge mittels Lorentzkon-
traktion beweisbar, jedoch sehen wir visuell etwas anderes.
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5.3 Bewegung in x-Richtung Licht-Uhr

mit mehreren bewegten Teilchen im Inertialsystem S. Es folgt eine Simulation, welche Licht in einem
Zug darstellt. Diese Simulation verdeutlicht die in 3.3.3, 3.3.4,3.3.5 und 3.3.6 etablierte Gleichzeitigkeit,
Zeitdilatation und Längenkontraktion.

Abbildung 18: Sim Licht im Zug v = 0.95 · c

Man nennt diese Simulation auch Licht − Uhr, da unser Licht-Teilchen hin und her springt wie
im Sekundentakt. Die Simulation dient zur Veranschaulichung des in 3.3.4 beschriebenen Effekts der
Relativität der Zeit und der daraus folgenden Zeitdilatation. Unser System ist folglich gleich aufgebaut
wie in 3.3.4. Die blauen Punkte stellen die beiden Spiegel dar an welchen das Licht reflektiert wird.

Wir sind in diesem Fall Sam, der Beobachter, welcher das System von

 0
10
0

 aus betrachtet. Wir sehen

hier schön wie das Licht aufgrund der Geschwindigkeit einen zickzackförmigen Verlauf hat und wenn
wir uns vorstellen, dass wir im Ereignissystem wären, würden wir das Licht sich nur nach oben und
unten bewegen sehen. Man sieht also dass die Gleichungen t.1.1 wahr sein müssen. Es vergeht somit
auch, aus Sams Perspektive, mehr Zeit bis das Licht nach oben oder nach unten geht.
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Zur Illustration folgt nun eine Grafik in welcher der Weg des Lichts dargestellt wird.

Abbildung 19: Weg des Lichts

Man sieht hier schön anhand der Zickzacklinie, dass das Licht einen längeren Weg braucht aus der
Sicht vom Beobachtersystem.

52



5.4 Bewegung in y-Richtung

Wir wollen nun dasselbe Spiel für die y-Richtung machen, da dieselben Gesetzmässigkeiten auch hier
gelten, wird hier nicht im Detail auf das Geschehene eingegangen. Es folgt eine Simulation der Be-
wegung eines Quaders und einer Sphäre in y-Richtung. Wir nehmen wiederum an, dass unser Würfel
dieselben Koordinaten wie zuvor hat. Nun bewegt er sich allerdings mit dem Geschwindigkeitsvektor

v⃗ =

 0
0.2
0

 in y-Richtung fort. Zusätzlich nehmen wir noch an, dass unser Objekt eine Farbe mit der

Wellenlänge λ = 400nm also Violett hat.

Abbildung 20: Sim in y-Richtung v = 0.2 · c

Wir sehen hier schön wie sich unser Würfel nach hinten bewegt, aufgrund dessen, dass wir als Beob-
achter auf der y-Achse stehen. Der relativistische Doppler-Effekt ist ebenfalls erkennbar, er verändert
sich jedoch im Verlauf der Simulation nicht. Dies scheint der Fall zu sein, da θ = 0 ist. Wir sehen hier
auch praktisch keine Längenkontraktion. Man erkennt auch keine Terrell-Rotation, vermutlich da sich
unser Ereignis entlang derselben Achse bewegt, auf welcher sich unser Beobachter befindet.

Es macht keinen Sinn dasselbe für höhere Geschwindigkeiten darzustellen, da sich aus empirischen
Versuchen ergeben hat, dass man nichts sieht. Ab der Geschwindigkeit v = 0.5 · c ist nichts mehr zu
erkennen, da wir uns ab dann im infraroten Bereich befinden und wir solche Wellenlängen mit dem
menschlichen Auge nicht sehen können. Man beobachtet einfach eine graduelle Farbveränderung je
höher die Geschwdindigkeit ist, jedoch keine Veränderung während dem Verlauf der Simulation. Dies
zeigt eigentlich schön den sogenannten Red-Shift mit welchem wir Objekte und unser Universum selbst
datieren können.
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6 Fazit

Rückblick Wie man sieht lässt sich mit unserem Programm eine zahlreich Anzahl von Ereignissen
grafisch darstellen. Seien es Ereignisse bei langsamen Geschwindigkeiten oder solche bei hohen Ge-
schwindigkeiten. Wir können die verschiedenen Effekte der speziellen Relativitätstheorie nun visuell
deuten und können nun näherungsweise verstehen, was für Prozesse in unserem Universum verrich-
tet werden. Eine wichtige Erkenntnis aus der Arbeit ist, dass man den mathematischen Grundlagen
nicht immer vollkommen trauen kann. Dies sieht man deutlich beim Terrell Effekt. Was ein ande-
rer wichtiger Schluss aus dieser Arbeit ist, dass Programmieren einen grossen Teil der Arbeit im
physikalisch-mathematischen Bereich darstellt und die meisten Erkenntnisse ohne jene nicht möglich
wären und dass ohne die Arbeit von früheren Wissenschaftlern wie Einstein Erkenntnisse der modernen
Wissenschaften nicht möglich wären.

Ausblick Was hätte man noch tun können, wenn man mehr Zeit gehabt hätte? Ich hätte vermutlich
den Code noch etwas optimiert, um die Berechnungsdauer, welche eigentlich durchaus schnell ist für
die ganzen Operationen, zu verringern. Ausserdem hätte ich, wie in der Einführung schon erwähnt,
etwas zur Schwarzschildmetrik machen wollen. Ich hätte sicherlich noch eine Simulation eines schwar-
zen Lochs eingefügt. Dazu bräuchte man jedoch, wenn man es genau nehmen möchte, die generelle
Relativitätstheorie, da sich die spezielle Relativitätstheorie auf die flache Raumzeit bezieht und somit
eigentlich eine einfache Metrik hat. Welche sich bei der generellen Relativitätstheorie verändern würde.
Die spezielle Relativitätstheorie beinhaltet somit Gravitation nicht als Konzept, da Gravitation aus
der generellen Relativitätstheorie geschlossen werden kann, aufgrund der gekrümmten Raumzeit. Es
wäre vermutlich sicher auch spannend gewesen ein Experiment beim CERN machen zu dürfen, welches
jedoch unwahrscheinlich ist, aufgrund dessen dass es sich hierbei um eine Maturaarbeit handelt. Man
hätte bspw. das Michelson-Morley Experiment wiederholen können und so die Lorentz Invarianz vom
elektromagnetischen Feld zeigen können.
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